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Klausuren

Aktuelle Ankindigungen:
http://www.math.uni-hamburg.de/teaching/export/tunhh/klausuren/klausuren_mathel.html

(Veranstalter/Priifer "Analysis I": Prof. Dr. Jorn Behrens, Organisation: Dr. Kai Rothe)

Termine: Do 23.02.2017 - Ort, Raum und Zeit: sieche TUHH > Priifungstermine
Erlaubte In der Teilklausur "Analysis I" sind zugelassen:
Hilfsmittel: - eine eigene Ausarbeitung/Stoffsammlung auf gelbem Papier

von hochstens 4 Seiten (= 2 Blatter DIN A4, Vor- und Riickseite)
- eigenes Papier zum Bearbeiten der Klausur sowie Stifte und Lineal

Andere Hilfsmittel als die angegebenen sind nicht erlaubt und auch elektronische Hilfsmittel
sind nicht zugelassen ((Taschen-) Rechner u. a.). Das Mitfiihren von Handys in Klausuren ist
grundsatzlich verboten. Zuwiderhandlungen werden als Tauschungsversuch gewertet.

Analysis I:
Beratung: Mo 30.01.2017, 17:00-17:30 Uhr, SBC 5-H, Audimax I
Di 31.01.2017, 10:45-11:15 Uhr, SBC 5-H, Audimax I
Di 14.02.2017, 15:00-16:30 Uhr, Bundesstr. 55 (Geomatikum), Horsaal 1 -> PDF

Hinwels:
Wer die Ubungsaufgaben l16sen kann, kann auch die Klausuraufgaben I6sen.



Erinnerung:
Kurven
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Tangente, Normale, Bogendifferential

Definition:
. x{f] (ilit},;'/lj_lj]— heiBt Tangentenvektor,

* nit)

()1 heiBt Normalenvektar,

der Kurve x(83im Punkt {eith, yli1h "

Bogenlinge: {Bogendifferential)

ds 1= JEE + gt

heiBt Differential der Bogenlange (oder Bogenelement), wobei «it das Differential
der unabhangigen Variablen ! ist.



Definition

Definition: (Kurve im R?)
Sei G C R? und [a,b] C R ein abgeschlossenes Intervall. Jede Abbildung

x:la,b] - G, x= (”1>

)

mit stetig differenzierbaren Funktionen x; : [a,b] — R und x5 : [a,b] — R heiBt
Kurvenstiick in G' mit

e Anfangspunkt x(a) = (z1(a), z2(a)) T,
e Endpunkt x(b) = (1(b), 22(b)) T,
e Spur {x(t)|a <t < b}.

Zur Darstellung der Kurvenpunkte aus dem R? werden Spaltenvektoren verwendet:

T
(5,) = oo

Ein Kurvenstiick heiBt regular, wenn fiir alle ¢ € [a, b] gilt:

(@4 (£))* + (¢5())° > 0.

Eine Parameterdarstellung des Kurvenstiicks mit dem Parameter ¢ ist gegeben durch

z1(t)
x(t) = .
®) (xz(t))
Durch wachsende Werte des Parameters ¢ ist fiir das Kurvenstiick eine Orientierung
gegeben.
Eine Aneinanderreihung von Kurvenstiicken K; (i = 1 : ), wobei der Anfangspunkt
von K; dem Endpunkt von K;_; (i = 2 : r) entspricht, heiBt Kurve.
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Tangente, Normale, Bogendifferential

Definition:
o x(t) = (&(t),y(t)) " heiBt Tangentenvektor,
e n(t) = (—y(t),z(t)) " heiBt Normalenvektor,
der Kurve x(t) im Punkt (z(t),y(¢))".

Bogenlange: (Bogendifferential)

ds := /&2(t) t)dt.

heiBt Differential der Bogenlange (oder Bogenelement), wobei dt das Differential
der unabhangigen Variablen ¢ ist.



Krummung
einer Kurve

Anschaulich:
Kriimmung = Abweichung von Geraden |

Also: Gerade habe die Kriimmung 0 (Null).

Andererseits: R
Kriimmung einer Kreislinie = K = Konst. '~

Mathematisch (Motivation):

Kriimmun li .
immung =k = lim ———
e As—0 As s

Definition (Mathematisch Formal):

Die Kriimmung einer regularen Kurve x(t) = (x(t),4(t))7, t € [a,b] mit zweimal

stetig diff'baren Funktionen . y : [a,b] — IR betragt im Punkt P(t) = (z(£),y(t))"
Aa da  #(0)§(t) — pt)E(t)

Ry e R PO ES=T0)h

Falls die Kurve als Graph der zweimal stetig differenzierbaren Funktion f : [a.b] —+ &
mit x(f) = (t, f(£))" gegeben ist, ergibt sich

1)
VIR

R= I%I heiBt Krummungsradius. o

5(t) =




Anschaulich:

Krummung = Abweichung von Geraden ,

Also: Gerade habe die Krimmung 0 (Null). /

Andererseits: \

Kriimmung einer Kreislinie = K = Konst.

Mathematisch (Motivation):

. . A«
Krummung = x = lim —
As—0 As



Definition (Mathematisch Formal):

Die Kriimmung einer regularen Kurve x(t) = (z(t),y(t))", t € [a,b] mit zweimal

stetig diff'baren Funktionen z,y : [a,b] — R betragt im Punkt P(t) = (z(t),y(t)) "
Aa _da _ #(t)i(t) - g(0)i(t)

= As T @ T @0 20

Falls die Kurve als Graph der zweimal stetig differenzierbaren Funktion f : [a,b] — R
mit x(t) = (¢, f(t)) ' gegeben ist, ergibt sich

()
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k(t) =

R = ﬁ heiBt Krimmungsradius.



Eigenschaften
der Krimmung

Bemerkung | pesitive urd negstve Knimmuag):
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o Die Koordiraten {zae(t), yae (€))7 von A, sind gegeaen durch:
wag(t) = 2()

w(t) = wle) + 4(1)

Bemerkung (Krimmungskrais):
Der Keiimmurgskre s siner Kurve im Punkt 1 ist der Kreis,

o der durch £ grhe,
« dessen Radius gleich dem Krommungsrad vs ist: Ki&) — il und

w dessen Mtelpunkt M, sul der durch B, gehenden Mormalen Ny egl.
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Bemerkung (positive und negative Kriimmung):

Durch wachsendes ¢ (bzw. wachsende Bogenlange s(t)) ist eine Orientierung der
Kurve gegeben.

Die Krimmung k() ist in einem Punkt Py = (x(to),y(to))" positiv bzw
falls der Anstieg «(t) der Tangenten wachst oder fallt.

y l; M 0~ X u(t ”.)

k(t) <0 (a1 > ap> as) k(t) >0 (a1 < ag < as)



Bemerkung (Kriimmungskreis):
Der Krummungskreis einer Kurve im Punkt Fy ist der Krelis,

e der durch P, geht,

e dessen Radius gleich dem Kriimmungsradius ist: R(ty) = m und

e dessen Mittelpunkt My auf der durch Py gehenden Normalen Ny liegt.
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Beobachtungen:

e Entlang der Orientierung der Kurve liegt M auf der Normalen Ny rechts
der Kurve, je nachdem ob x(tg) <0

e Von My aus in Richtung P, gesehen, erscheint die Kurve fiir t € Us(tg)
konkav.

"N

y ' M, 0~ X u(t')

11%?

k(t) <0 (a1 > ap > asg) k() >0 (a1 < ap < ag)




Bemerkungen (Krimmungsmittelpunkt):
e Der Mittelpunkt My des Krimmungskreises heiBt Krummungsmittelpunkt.

e Die Koordinaten (zas(t),yar(t))" von My sind gegeben durch:

B . 22(t) + 92(t)
zu(t) = 2() =90 5550 — s i@

#2(t) + 9°(t)
t)g(t) — y(t)(t)

ym(t) = y(t) + f(t)j;(



Eine Anwendung
der Newton-Iteration

Erimerum: {Newton Verlshren)
Varallgernsinaringi
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® Itaeatize: Oz wird cire Yewton-Faler definiert:
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Example — Where was the photographer?
Geometry of photo situation: model definition Wo stand der Fotograf?
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Erinnerung: (Newton-Verfahren)
e Problemstellung: Finde Z, so dass f(Z) = O fur gegebene Funktion f : I — R.

e |teration: Es wird eine Newton-Folge definiert:

f(xn)

Tntl1 =Tp — 77—, n=0,1,2,...

f(zn)’
e Konvergenz: Der Satz uiber das Newton-Verfahren besagt, dass unter geeigneten
Voraussetzungen quadratische Konvergenz erreicht wird, d.h.

[Zpi1 — Z| < Clz, — )%



Verallgemeinerungen:

e Problemstellung: Finde Minimum: f(Z) = min, wir wissen dass dann
f/(Z) = 0 sein muss.

e Newton-Iteration: Annahme f zweimal stetig diff'bar, dann erhalte:

xn—{—l = Ln — ;//((ZZ)) .

e Mehrdimensional: Haufig hat man Messwerte und mochte eine (nicht-lineare)
Funktion mit Parametern an diese Messwerte fitten, dann erhalt man ein
Problem F : R™ — R™, und das Minimum kann nur im Sinne der kleinsten
Fehlerquadrate bestimmt werden: ||F(X)||3 = min.



Wo stand der Fotograf?




Wo stand der Fotograf?

Daten:
e Positionen auf Bild: (ug,vk)

e Positionen auf Karte: (zg, yx, 2x)




Example — Where was the photographer?
Geometry of photo situation: model definition
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focal point

(I‘fk'lk)_ ................. ><< focal length f

\\e

lense axis

exposure point
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X | unknown parameters

Position (focus) g, 1,
focal length
camera tilting ¢, 9,y

constraints
per measurement point

Vi X Wy =0




Eine Anwendung
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