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Erinnerung

Differenzierbarkeit Differenzierbarkeit und Stetigkeit

Definition: Sei f : I — R Funktion, I Intervall. Satz: Sei f: 2 — & Funktion in xy differenzierbar.
[ heiBt differenzierbar in xq € I, wenn der Grenzwert Dann ist f an der Stelle &y auch stetig.
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Differenzierbarkeit

Definition: Sei f : I — R Funktion, I Intervall.
f heiBt differenzierbar in zg € I, wenn der Grenzwert

f(z) — f(zo) f(zo + Az) — f(zo)

lim ,  bzw. lim
r—ro T — T Az—0 Az

existiert.



Differenzierbarkeit und Stetigkeit

Satz: Sei f : D — R Funktion in g differenzierbar.
Dann ist f an der Stelle g auch stetig.



Differentiationsregeln

Summe, Produkt, Quotient: Seien f und g differenzierbare Funktionen. Dann
gilt:

« (f+9)=F+g"
e (c-f) =c-f, mtceR;

e (fg) = f'g+ fg' (Produktregel);

o (L) =Lo]9 falls g # 0 (Quotientenregel).

Kettenregel: Seien f und g differenzierbare Funktionen. Dann gilt:
(fog(x) = (flg(2)) = f'(9(z)) - ¢'(x)

Ableitungen der Grundfunktionen: Es gilt:

YV =vpx¥ 1, mit v € Z;

e (sinz) = cosz, und (cosz) = —sinz;

(=
(
(e*) = e” und (a®) = a®Ina mit a > 0;
e (In|z|) = =, falls  # 0;

(

e (log, I-’EI)



Logarithmisches
Differenzieren

Verallgemeinerung
Motivierendes Beispiel

Satz {logarithmische Ableitung): Ist f:/ = &
Frage: Herrchre Abletung von y — (2} — o)

differenzierbar auf !, so gi't fir
(2] die Ableitung der logarithmierten Funktion F{x
Antwort: 777

In fiai:

Idee: logaritamieren: In f(a) =Iny =Inx" =i nx A : fr) .
Damit.

s

tagl = ¥ — s 1= feimay Beweis: Folgt direkt aus Differentiationsregeln
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Motivierendes Beispiel

Frage: Berechne Ableitung von y = f(z) = z”!
Antwort: 777

Idee: logarithmieren: In f(z) =Ilny =Inz” = zlnx.
Damit:

/
(Iny) = ‘% =Ilnz+1=(zxlnz)

= fl(z) =2"(Inz + 1)



Verallgemeinerung

Satz (logarithmische Ableitung): Ist f : I — Ry differenzierbar auf I, so gilt fiir
die Ableitung der logarithmierten Funktion F'(z) :=In f(x):

f'(x)

(F(@)) = (i f(@)) = 5

Beweis: Folgt direkt aus Differentiationsregeln.



Hohere
Ableitungen

Zweite Ableitung Hoéhere Ableitungen

- i . . Bemerkung: Sei f" ') : D — R differenzierbar, so definieren wir rekursiv
Definition: Sei f : D — R differenzierbar auf A C D

mit der Ableitung g(z) = f'(z). F () = (f V()
Sei weiter g : A —» IR differenzierbar auf B C A

mit der Ableitung (f'(x)) = ¢'(z). die n-te Ableitung von f.

Dann heiBt f auf B zweimal differenzierbar und

fO(z) = g'(2) = (F' ()

heiBt zweite Ableitung von f.

Beispiel

Betrachte: | 3 ann erhalten wir fur die zweite Ableitung



Zwelite Ableitung

Definition: Sei f : D — R differenzierbar auf A C D
mit der Ableitung g(z) = f'(x).

Sei weiter g : A — R differenzierbar auf B C A

mit der Ableitung (f'(x)) = ¢'(x).

Dann heiBt f auf B zweimal differenzierbar und

fP(z) :=g'() = (f'(2))

heiBt zweite Ableitung von f.



Hohere Ableitungen

Bemerkung: Sei f(»~1 : D — R differenzierbar, so definieren wir rekursiv

f () = (F" V(@)

die n-te Ableitung von f.



Beispiel

Betrachte: f(z) =sinz. Dann erhalten wir fir die zweite Ableitung:

f'(x) = (sinz) = cosx

f(2)<x) - (f’(x))’ = (cos :E)’ — —sin .



Absolute
Extremwerte

Satz: Sei f : I — R auf I definiert und nehme am inneren Punkt 2y € I einen
absoluten Extremwert (Maximum oder Minimum) an.

f'(l'o) =0. o

Falls f'(xg) existiert, so gilt



‘te

Satz von Rolle

Satz (Rolle): Sei f : [a,b] — R stetig und auf |a, b| differenzierbar.

Falls f(a) = f(b) existiert mindestens ein zo €|a, b mit

f'(z0) = 0. e



Mittelwertsatz

ar Satz: Sei f: [a,b] — R stetig und auf |a, b differenzierbar.

Dann existiert mindestens ein xg €|a, b[ mit

f(b) — f(a)
b—a

f(xo) =

Narche: 4 (13 Y a7 e Sm e
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Satz (Bernoulli-L'Hospitz
Seien I =la, b[ offenes Int



Mittelwertsatz Graphisch

N

f(b}_:f(x 0)

f(x)
f(a)




Folgerung: Monotonie

Korollar: Sei f :]a,b[— R fiir jedes x €]a, b] differenzierbar
mit f'(x) >0 uberall.

Dann ist f(x) auf ganz |a, b| monoton steigend



Verallgemeinerter Mittelwertsatz

Satz: Seien f,h: |a,b] — R stetig und auf |a, b| differenzierbar.
Weiter gelte h'(x) # 0 fiir alle z €]a, b].

Dann existiert ein zg €]a, b[ mit

Beweis: Fuhre die Funktion

g(x) = f(x) — f(a) — (h(x) — h(a)) ]]:EZ; : ;EZ;

ein, so dass g(a) = g(b) = 0 und wende den Satz von Rolle an.




Regeln von
Bernoulli-L'Hospital

Satz (Bernoulli-L'Hospital)

Seien I =]a, b[ offenes Intervall, zy € [a,b] mit U(xy) Umgebung von z.

fsg : I — R seien zwei Funktionen, differenzierbar fiir alle 29 € U(zo) NI
(moglicherweise mit Ausnahme von g selbst). Sei weiter

lim f(z)= lim g(z)={0,0c, —o0}.

z—rx0,xCl] 0,2l

Es gelte ¢'(z) # 0 fir x € U(zo) N1, & # xo.

Wenn ,
f,(:c) € RU {—o0c, 00}
r—rx0,2C1 G (.I:)
gilt (d.h. der Grenzwert im eigentlicher eigentlichen Sinn existiert), dann
gilt auch
o o
lim M = lim f'(z) ™

=zl q(:l‘) - x—rxg,oel q’(.’[‘) ’

4



Satz (Bernoulli-L'Hospital)

Seien I =|a, b| offenes Intervall, zy € |a, b] mit U(xzg) Umgebung von .
f,g : I — R seien zwei Funktionen, differenzierbar fiir alle zog € U(xzg) N 1

(moglicherweise mit Ausnahme von x selbst). Sei weiter

lim f(zx)= lim g(x)={0, 00, —0}.

r—xo,x€l r—xo,r€l

Es gelte ¢'(z) # 0 fur x € U(zg) NI, x # xo.

Wenn ,
lim f'(z)

r—xo,x€l g’ (a:)

€ RU {—o00,00}
gilt ‘ ‘.} er 7,. - - "‘:7“ . ‘ C = C ‘
gilt auch
/
lim @ = lim ! (a:)
r—xg, el g(m) r—xo, €l g’(.’L’)

en oder uneigentlichen Sinn exis



Bemerkung Der Satz gilt analog auch fur einseitige Grenzewerte: Sind f, g fur
z € [A, o0 (bzw. = €]—00, B]) definierte, differenzierbare Funktionen, ist ¢’(x) # 0
fur diese z und gilt

lim f(z)= lim g(x) = {0,00, —00}.

r—+ 00 r—+00

Wenn nun wieder

. f(=)
.TBIJE_IOO 7 (2) € RU{—o0, 00}
gilt, dann gilt auch
/
lim @ = lim / (:1:)
z—too g(x) z—too g'(x)



Konvexe/Konkave
Funktionen

Satz: Die Ableitung einer von unten
konvexen ,— differenzierteren Funktion
iIst monoton steigend (falle

Ohne Beweis



tkeit

Stetig
Differenzierbar

Definition:
Eine Funktion f : D — R heiBt stetig differenzierbar
auf I C D, falls sie differenzierbar ist und die Ableitung

f'(x) eine stetige Funktion auf I ist.



Satz von Rolle Mittelwertsatz

Satz (Ralla). Sai f : Jo,] -+ R starlg und auf o, diffecoziortar Satz: Sci £ ] o R oxedg und auf e, b, diffcrenz cear

Falks f{n) = ({0 wristivet meaiwstens sin vy ], mit Lann ccictiert mindrsans cin ; +Ja;d] mit

i) =0 e M-

Absolute Regeln von
Extremwerte Bernoulli-L'Hospital

Hohere
Ableitungen

Analysis |

Konvexel/Konkave
Funktionen

Zweite Ableitung Hohere

Satz- Dic Ableitung, ciner von unten
konwexen ok | dilfersnziertersn Funktion

isl munaton steigend (1o
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Logarithmisches Stetig
Differenzieren Differenzierbar

Dedinition:

Cinz Funkticn f: D - I haibt statiz differcnaizeber
ae dizba % 4 dic bkt g
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Erinnerung ‘ (5
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