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Eigenschaften Stetiger Funktionen und
Differenzierbarkeit



Maximum/Minimum
stetiger Funktionen

Definition

Erinnerung Detuiion

o Falls .y existierl, so dass ({20 gleich dem Supremum, doh.

=R oy e D

1< Flag) =sup S, YesED,
xen

1 das Maximum von [ (schreibe masyz g ()] = i)

o .y he'Bt dann Maximalstel'e von [

« Falls @ existiert. so dass {{x.) gleich dem Intimum, d.h.

<0 heidz f{x.) das Minimum von § (schraibe min, zn fla} — fin).

« xy he'bt dann Minimalszelic von £,

Mengeneigenschaften

Definition: Sei A ¢ R cine Menge.

Frage

o wwkcdon RiTigangse wsis iomn Wacinin o ol Wi cinen B oaktve f7

o A heiBt abgeschlossen, wenn alle Hiufungspunkte o der Menge A auch Ele
mente der Menge sind, d.h. o ¢ A.

o A heiit kompakt, wenn sie abgeschlossen und beschrinkt ist,

Bemerkung: Abgeschlossene Intervalle / = [a,5] C
vieler abgeschlossener Intervalle sind kompakte I

und die Vereinigung endlich
nin



Erinnerung

Bemerkung: Sei f : D — R beschrankt.

e Falls f nach oben beschrankt, dann gilt: f(z) < sup,cq f(2).
e Falls f nach unten beschrankt, dann gilt: f(x) > inf,.cq f(2).

Aber: Infimum bzw. Supremum mussen nicht angenommen werden!
(Beispiel f(z) = = mit D =]0, col.)



Definition

Definition: Sei f: D - R, z¢g € D.

e Falls x( existiert, so dass f(z() gleich dem Supremum, d.h.

f(z) < f(zo) = sup f(x), VzeD,

xzeD
so heiBt f(zo) das Maximum von f (schreibe max,cp f(z) = f(x0)).
e ¢ heiBt dann Maximalstelle von f.

e Falls z existiert, so dass f(xg) gleich dem Infimum, d.h.
f(z) > f(z0) = inf f(z), VoD,

so heiBt f(zg) das Minimum von f (schreibe min,cp f(z) = f(z0)).

e 1o heiBt dann Minimalstelle von f.



Mengeneigenschaften

Definition: Sei A C R eine Menge.

e A heilt abgeschlossen, wenn alle Haufungspunkte a der Menge A auch Ele-
mente der Menge sind, d.h. a € A.

e A heiBt kompakt, wenn sie abgeschlossen und beschrankt ist.

Bemerkung: Abgeschlossene Intervalle I = |a,b| C R und die Vereinigung endlich
vieler abgeschlossener Intervalle sind kompakte Mengen in R.



Frage

Unter welchen Bedingungen existieren Maximum und Minimum einer Funktion f7



Satz von Welerstrass

Satz (Weierstrass): Jede stetige Funktion f : [a,b] — R ist beschrankt
und besitzt Maximum und Minimum;

d.h. Jzg,z1 € [a,b] mit f(zo) < f(z) < f(x1), Vx € |a,b].

Bemerkung: Jede auf einem abgeschlossenen Intervall stetige Funktion
nimmt also auf [a, b] Maximum und Minimum an!



Differenzierbarkeit
Motivation

Berechnung von Tangenten

- Geschwindigkeiten aus Weg-Zeit Kurven
- Tendenzen
- Maxima/Minima (Tangente Null)

fixp)t
/ \f(x)




Differenzenquotient

Definition: Sei f : I — R Funktion, I Intervall. Fir zg,z € I ist
der Differenzenquotient definiert durch:

Ay _ f(z) = f(zo)

= T Io.
Az T —x9 7

f(x)|
y=f(x)

f(x )}
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Differenzierbarkeit

Definition: Sei f: I — R Funktion, I Intervall.
f heiBt differenzierbar in 2y € I, wenn der Grenzwert

i 1@ = f@) L (ot AT) — (o)
z—=z0 T — T Az—0 Ax

existiert.

Bezeichnungen: Der Grenzwert wird mit

If If
f'(zo), oder i(.rU). oder 4
d d:

| 2=

bezeichnet und Ableitung oder Differentialquotient von f in xzy genannt.




Eigenschaften:

e Geometrisch: ﬁ—g ist die Steigung der Sekante an f in z und xy.

e Grenzibergang: x riickt naher an zg, damit nahert sich Steigung der Sekante
der Tangente f'(xg) an.

Tangente: t(xz) = f(xo) + f'(xo)(x — x¢) existiert genau dann, wenn f in xg
differenzierbar ist.

Winkel: Anstieg f’(zo) beschreibt tan o, mit & dem Winkel zwischen Tan-
gente und x-Achse.

t(x):f(xo)+f’(x0)(x—x0)

y=f(x)

\




Rechts-/linksseitige
Differenzierbarkeit

Definition: Sei f : I — R Funktion, I Intervall und sei Ay = f(zo+ Ax) — f(z0).
[ heiBt rechts- bzw. linksseitig differenzierbar in zog € I, wenn der Grenzwert

. Ay . Ay
ARy b Jim

existiert.

Bemerkung: Die Funktion f: I — R ist in zq differenzierbar,
falls rechts- und linksseitiger Grenzwert von %’I—’ existieren und gleich sind.

Definition: Sei f : D — R Funktion, I Intervall. f heiBt differenzierbar auf I C D,
falls f in jedem inneren Punkt von I differenzierbar ist, und in jedem zu I gehdrigen
Randpunkt einseitig differenzierbar ist.

Sat:
Dan



Frage: Ist f(x) = |z| in xg =0
1. rechtsseitig differenzierbar?
2. linksseltig differenzierbar?

3. differenzierbar?



sina.

Cc D,

Stetigkeit und
Differenzierbarkeit

Satz: Sei f : D — R Funktion in zq differenzierbar.
Dann ist f an der Stelle ¢ auch stetig.

Bemerkung: Die Umkehrung gilt nicht!
Gegenbeispiel: f(x) = |x| in g = 0.

©

Different



Differentiationsregeln

Summe, Produkt, Quotient: Seen f und g differenzierbare Funktionen. Dann
git: Kettenregel: Seien f und g differenzierbare Funktionen. Dann gilt:
ot g

(f+g) p P s P P
s if o glal) = (flgial))’ = Figla)) - 'ix)
oY =c f mtee R

o (o) = f'g v fq' (Produktregel);
Sar

2 ""Vj”‘, falls g # 0 (Quotientenregel)

Ableitungen der Grundfunktionen: Es gilt:

Umkehrfunktion: Ist y () bijektiv und differenziesbar mit f'ix) # 0, so gilt

o (V) =vz¥ | mitveE; 1

’ Ul = o bawe (Ve =
X N . Uil = e =
o (sina)’ —cosw, und (cose) — —sing; SN

o ("Y' =¢” und (") =a"Inamite = 0;
o (Inx]) — % falls . £ 0;

o {log, |z ) = = falls o = 0, 2 # 0;



Summe, Produkt, Quotient: Seien f und g differenzierbare Funktionen. Dann
gilt:

(f+9) =f+7"

e (c-fY =c-f, mitceR,
(fg) = f'g+ fg' (Produktregel);
(

5)’ — fgg;Qfg, falls g # 0 (Quotientenregel).



Kettenregel: Seien f und g differenzierbare Funktionen. Dann gilt:

(fog(x) = (flg(=)) = f(9(z)) - ¢'(x)



Umkehrfunktion: Ist y = f(x) bijektiv und differenzierbar mit f’(x) # 0, so gilt:

1
f'(y)

1
fif~Haz)

(f7)(z) = bzw.  (f71)(2) =



Ableitungen der Grundfunktionen: Es gilt:
o (V) =vz¥ ! mitv e Z;

e (sinx) = cosx, und (cosz)’ = —sinx;

(x
(
o (%) = ¢ und (a®) = a®lna mit a > 0;
(In|z|) = L, falls 2 # 0;
(

log, |:z;\)



