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Eigenschaften von Funktionen



fhzienten ces Polyncms.

Erinnerung

Definition: Sci D C R
fiD=R

heibt reefiwertigs Funktion einer Veranderichen. Schreibe
w=fix)

mitx € ) der unabhingigen Verinderlichen und 3 {dem Bid von = unter {} der
abhingizen Veriinderlichen.

Verkettete Funktionen

Seien (A= Budy:C=DmL B O

Dann ist zu x < A gurca | das Clement < iF zugzordnes, und

il durch g das Flement gi < 12 zugrardnet.
Das Nacheinanderausfinren von ! una g lefert

=D

b=y

N ge foheifit zusammengesctzte ader verkertate Fonlecion.

Gleichheit

i) —Rund g : Digl — R Funktionen.
ind g gleich (= 5) genau dann, vann

o DiF1— Dighund

o furale s = D0 gilt fie) = glx).

Umkehrfunktion

Sei f: A —+ B bijektive Funktion.

o Jedem x € A st genau ein y = flx) € B zugeordnet.
® Umgekehrt ist jedem 3 © [ genau ein & © A zugeordnet
Also existiert ' : B — A mit

F Ny -z, falls y — fiz)

£ heiBt Umkehefunktion (oder Umkehrabbildung oder inverse Funktion).

D«

S2 15 23 Furation.

» S heilt auf 6 © D 6

® fbeifz auf 45 nach ¢
cxiatin

o Sheift a7 28 pach
exetinrt, 50 dass



Funktion

Definition: Sei D C R.
f:D—->R

heiBt reellwertige Funktion einer Veranderlichen. Schreibe
y = f(z)

mit € D der unabhangigen Veranderlichen und y (dem Bild von x unter f) der
abhangigen Veranderlichen.



Gleichheit

Seien f: D(f) = R und g : D(g) — R Funktionen.
Dann sind f und g gleich (f = g) genau dann, wenn

e D(f) = D(g) und
o fiir alle x € D(f) gilt: f(z) = g(x).



Umkehrfunktion

Sei f : A — B bijektive Funktion.

e Jedem x € A ist genau ein y = f(x) € B zugeordnet.
e Umgekehrt ist jedem y € B genau ein x € A zugeordnet.

Also existiert f=! : B — A mit

f~Hy) = x, falls y = f(x).

f~! heiBt Umkehrfunktion (oder Umkehrabbildung oder inverse Funktion).



Verkettete Funktionen

Seien f: A— Bundg:C — D mit BCC.
Dann ist zu « € A durch f das Element f(z) € B zugeordnet, und

f(x) durch g das Element g(f(x)) € D zugeordnet.
Das Nacheinanderausfuhren von f und g liefert

h=gof:A—D.

h = g o f heiBt zusammengesetzte oder verkettete Funktion.



ktion
3 zugeordnet.
€ A zugeordnet.

= ().

jung oder inverse Funktion).

Beschrankte
Funktionen

Definition Supremum/infimum

S5 §:5 R Funktice.
Sei f: D — R Funktion

® # heift aud 2F & 1 veschcdoke falls ¢ <3 0w 0w o existiert, so caas
® Sei [ nach cben beschrinkt. Die kleinste obere Schranke von f heiBt

i i
Supremum ven [ sup,. p flx).
by

o Sei f nach unten beschrankt. Die groBite untere Schranke von f heibt
infimum von f: infyep fz).

o Sl ol X [albs where Sthear o b,

existivrt, so

vae M.
Unter den Bedingungen an f exstieren sup { und inf f in K und sind eindeutig!

o Shalaul s “alls vaters Schrar o iy, =

exizlienl, sb Lo

e



Definition

o f heiBt auf M C D beschrankt, falls c € R, 0 < ¢ < oo existiert, so dass

If(x)|<c VzeM.

e f heiBt auf M nach oben beschrankt, falls obere Schranke b, € R, b, < oo

existiert, so dass
f(x) <b, Vxe M.

e f heiBt auf M nach unten beschrankt, falls untere Schranke b, € R, b, > —o0
existiert, so dass

fz)>b, YzelM.



Supremum/Infimum

Sei f: D — R Funktion.

e Sei f nach oben beschrankt. Die kleinste obere Schranke von f heiBt
Supremum von f: sup,cp f(x).

e Sei f nach unten beschrankt. Die groBte untere Schranke von f heiBt
Infimum von f: inf,cp f(x).

Unter den Bedingungen an f existieren sup f und inf f in R und sind eindeutig!



Monotonie
Konvexitat

Definition
Sei f: D = R. y= f{z} Funktion, J I Intervall

® [ heit monoton steigend falls fur z,y € 1 gilt
Ty = fix) < i

o Falls sogar gilt = < y = fiw) < fiy). so heit [ streng monoton steigend.

® Umgekehrt heiBt f monoton Sallend falls fur x, & 1 gilt
w<y = fix)= flul.

o Falls sogar gift = < gy — > f(yl. 5o heift f streng monoton fallend,

Konvex/Konkav

Sei f: )+ R, y = f(z) Funktion, 1 C D Intervall

o f beibt auf I konvex von unten falls fiir belicbige .y € I, x # y und
a € (0,1] gilt
Jlaz+ (1 - aly) < af(2)+(1-a) f{y).

o f heiBt auf / konkav von unten falls fir beliebige .y € I, x # y und
ac 0,1 git:

flaz+(1—a)y) 2 af(x) +(1 - a) f(y).

Gilt in den Ungheichungen < bzw. > fiir o €0, 1], o heit f streng konvex bzw
strong konkav auf |

®



Definition

Sei f: D — R, y= f(x) Funktion, I C D Intervall.

f heiBt monoton steigend falls fur x,y € I gilt:
z<y = f(z)<[fy)

e Falls sogar gilt z <y = f(x) < f(y), so heiBt f streng monoton steigend.

e Umgekehrt heiBt f monoton fallend falls fur x,y € I gilt:
z<y = f(x)=f(y).

e Falls sogar gilt z <y = f(x) > f(y), so heiBt f streng monoton fallend.



Konvex/Konkav

Sei f: D — R, y= f(x) Funktion, I C D Intervall.

e f heiBt auf I konvex von unten falls fiir beliebige z,y € I, * # vy und
a € [0,1] gilt:

flaz+ (1 —a)y) <af(z)+ (1 —a)f(y).

e f heiBt auf I konkav von unten falls fur beliebige x,y € I, * # y und
a € 0,1] gilt:

flaz+ (1 —a)y) > af(z)+ (1 —a)f(y).

Gilt in den Ungleichungen < bzw. > fiir a €]0, 1[, so heiBt f streng konvex bzw.
streng konkav auf |.

®



Geometrisch: Konvex und Konkav

f(x) streng konvex von unten f(x) streng konkav von unten



Gerade/Ungerade
Funktionen

Sei f:D R,y fiz] Funktion, I symmetrisch beziglich = 0
o [ heiBt gerade, falls fur zlle x o D gile:
{a) — f x).

o | heift ungerade, falls fiir alle = = 12 gilt:

Beispiele

o = cosx ist gerade
o i = |z| ist gerade

® y = z* ist ungerade

Stele g = ¢ = fiz) als Summe sus v

Bemerkungen

Bemerkung.

» Der Graph ziner zecaden Funktion ist symmetrisch bagl. ¢

e D h ciner urgeraden Fuastion fir < 0 geat durch Dronng um 1307
aus dem Graghen fr - = 0 herver

Bemerkung: Jede Funktion 7@ 2 E mit um x ( Tty scaem

als Surmme einer geragen Funklion v und einer angerad anklion « cargestel L

wrden

@

und g} dar:



Definition
Sei f: D — R, y= f(z) Funktion, D symmetrisch beziiglich z = 0.

e f heiBt gerade, falls fur alle z € D gilt:
f(@) = f(=2).
e f heilBt ungerade, falls fur alle x € D gilt:

f(@) = —f(—x).



D C R symmetrisch bzgl. x = 0:
relD=—xeclD.




Definition
Sei f: D — R, y= f(z) Funktion, D symmetrisch beziiglich z = 0.

e f heiBt gerade, falls fur alle z € D gilt:
f(@) = f(=2).
e f heilBt ungerade, falls fur alle x € D gilt:

f(@) = —f(—x).



Bemerkungen

Bemerkung:
e Der Graph einer geraden Funktion ist symmetrisch bzgl. der y-Achse.

e Der Graph einer ungeraden Funktion fiir z < 0 geht durch Drehung um 1809¢8
aus dem Graphen fur z > 0 hervor.

Bemerkung: Jede Funktion f : D — R mit um x = 0 symmetrischem D kann
als Summe einer geraden Funktion g und einer ungeraden Funktion u dargestellt
werden:

() = g(x) + u(a)

@



Beispiele

e y = cosx ist gerade
e y = |x| ist gerade
e y =z ist ungerade

Stelle y = e* = f(x) als Summe aus u(zx) und g(z) dar:

N
\\¥=e- y y=ex




Periodische
Funktion

Definition Beispiel

Sci £1 1) 3 1 Funktion. § hibt periadisch, Falls 7r 5 1 existinet, sa dass fir alle
v 1D auch i+ s = 1, und e y = cosx ist periodisch mit Perioden 2kr, k € N.
Flz el — fix). . . T . .
e y =sinz ist periodisch mit Perioden 2kw, k € N.

@ heiflt Poride von §. Die deinsse Poriade von §, . = minjer) brids primitive

Periods. Die primitiven Perioden fiir beide Funktionen lautet 27.



Definition

Sei f: D — R Funktion. f heiBt periodisch, falls o > 0 existiert, so dass fur alle
x €D auchx+a€ D, und

f(z+a) = f(a).

« heiBt Periode von f. Die kleinste Periode von f, auin = min{a} heiBt primitive
Periode.



Beispiel

e y = cosz ist periodisch mit Perioden 2k7, k € N.
e y = sinx ist periodisch mit Perioden 2k7, k € N.

Die primitiven Perioden fur beide Funktionen lautet 2.



y-Achse
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Grundfunktionen

Exponentialfunktion

e fixl—y—n .04 020, 0 <K bk Opatemtiobunioon.

o Fallew = vow® TISE . cin Entanackae Zadi nvanma wic | e-Funktes

Ve
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17:’: i
Trigonometrische
Funktionen
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Logarithmusfunktion

50 = el Il Lo bia et

® Fala o stz nas da ton Lo,

2=los =0 4

Potenzfunktion

o v R ratiidicher Defaitizeakerich T R (gatmaglich ).

ol R |
LR gy T e ey T - Ry
Umkchriunktlon: 2u 3 — 5¥ iv = 02 2 d¢ Uba1F.akicn gegeten duth
camm s edze baceahukno

Periodi:



Exponentialfunktion

e f(x)=y=2a" a#1,a>0, D=R heiBt Exponentialfunktion.

e Fallsa =e~ 2,71828... die Eulersche Zahl, nennen wir f e-Funktion.

N
y=a,
0 1 Y=a: ) 4

Bemerkung: Die Exponentialfunktion wird erneut Thema,
wenn Reihen und Grenzwerte eingefuhrt werden.



Logarithmusfunktion

o f(x) =y =log,z, a # 1, a >0, D= Ryg heiBt Logarithmusfunktion.
Definiert als die Zahl y mit
a’ = .

e Falls a = e definiert man den natiirlichen Logarithmus:
y = Inz := log, .

Bemerkungen: Es gelten folgende Gesetze (wg. Zusammenhang mit Exponential-
funktion) fir z,y € R

e log, (z-y)=log,z+ log, y.

° l()g”(y) = log, = — log, y.

e log,(zY) =y -log, . A

Logarithmus als Umkehrfunktion der Exponentialfunktion @




Logarithmus als Umkehrfunktion der Exponentialfunktion



Potenzfunktion

flz)=y=a"
e v € N: natiirlicher Definitionsbereich D = R (groBtmoglich).

e vcZ v<0: D=R\{0}.

v

o vER: y=2a":=e"" =e”"% daher D = Ry.

Umkehrfunktion: Zu y = z¥ (v # 0) ist die Umkehrfunktion gegeben durch

und damit wieder Potenzfunktion.



Trigonometrische
Funktionen

o f(r) =y =sinz, f(x) =y =cosz, D =R primitive Periode 27.
o f(z)=y=tanz, D =R\ {z = (2k+1)%,k € Z}, primitive Periode 7.
o f(x) =y=cotz, D=R\ {x=km, k €Z}, primitive Periode 7.

Beziehungen: Es gelten: Inverse Trigonometrische Funktionen:
e tanzr = % e Zu sin,cos: f(x) =y = arcsinz, bzw. f(z) =y = arccosz, D = [-1,1].
o sin2z+cosz =1 e Zu tan,cot: f(x) =y = arctanz, bzw. f(z) =y = arccot z, D = R.
e sin(x +y) =sinzcosy + coszsiny

e cos(z +y) =coszcosy Fsinzsiny



Elementare
Funktionen

Einfiihrung

Elementare Funktionen:

Funktionen, die sich in einer geschlossenen analytischen
Formel als Verk g der Grundfunktionen d |
lassen, heilen elementare Funktionen.

Hyperbelfunktionen

o sinhz o= S550, D =R, W = R, ungerade

o ooz e LTS Do B, W= [1,0c], gerade

® Lanhs = Z D=K W =]-11, ungerade,

o coths = 540 D= R {0}, W = |-1,1], ungerade

Polynome

Polynome {ganz rationale Funktionen)

fir)=y=Y ops*, ca#0, apreR nch

k=0

n heiBt Grad ay, k = 1....,n (& = 1 : 0} Kocffizienten des Palynoms.

Gebrochen-Rationale
Funktionen

Polynombriiche (gebrochen rationale Funktionen):

NEY

Hz) =y = o2

qmlz)

it den Polynomen p, (] und g, () mit dem Grag o baw. m
Ist o < wn, heifit § echt gebrochen rationale Funktion

ist n = m heibt f unecht gebvochen rationale Funktion

abngigen Verinderlichen



Einfahrung

Elementare Funktionen:

Funktionen, die sich in einer geschlossenen analytischen
Formel als Verknupfung der Grundfunktionen darstellen
lassen, heiBen elementare Funktionen.



Polynome

Polynome (ganz rationale Funktionen):
f(CL'):y:Za,kajk, a’n%o7 ak,CIZER,TLEN;
k=0

n heiBt Grad, ax, k=1,...,n (k=1 :n) Koeffizienten des Polynoms.



Gebrochen-Rationale
Funktionen

Polynombriiche (gebrochen rationale Funktionen):

. _pn(x)
flz) =y= (@)’

mit den Polynomen p,(x) und ¢,,(x) mit dem Grad n bzw. m.
Ist n < m, heiBt f echt gebrochen rationale Funktion,
ist n > m, heiBt f unecht gebrochen rationale Funktion.



Hyperbelfunktionen

e sinhz := em_;_m, D =R, W =R, ungerade.

o coshr:= £t~ D =R, W = [1,00], gerade.
e tanhz := %' D =R, W =] — 1, 1], ungerade.

o cothr:= £+¢— D =R\ {0}, W = [-1,1], ungerade.
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