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Logische Aussagen

Beispiel: Indirekter Bewelis
Die folgende Wahrheitswerttabelle ist gultig:

A B A B A=B B=—=A (A= B)<+= (B=A)
W W F F W w 1%
W F F W F F 1%
F W W F 1% 1% 1%
F F W W 1% W W
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Natiirliche Zahlen

N={1,2,3,...}

- Peano Axiome
- Induktionsprinzip
- Fundamentalsatz der Arithmetik



Ganze Zahlen

Problem: n + x = m ist nur losbar, falls m > nl

Losung: Fuhre
Z={0,+1, =1, +2, =2, +3, =3, ...}

ein. Dann hat n + x = m fur beliebige m,n € Z eine Losung x € Z.



Rationale Zahlen

Problem: n - x = m ist nur losbar in Z, falls n Teiler von m/!

Losung: Fuhre

Q={q|qg= %, a,beZ, b#0, a,b teilerfremd}

ein. Dann hat n -z =m in Q die Losung x = > mit m,n € Z.

Bemerkungen:

e "a,bteilerfremd” = Briche, die nur durch Erweitern oder Kiirzen auseinander
hervorgehen, sind keine eigenstandigen Elemente in Q

e Grundlage dafur: Primfaktorenzerlegung von Zahler und Nenner. Es wird
solange " gekurzt”, bis in Zahler und Nenner nur noch unterschiedliche Primzahlen

vorhanden sind oder, was dasselbe ist, gg7T'(a,b) = 1



Reelle Zahlen
Problem: = - £ = 2 ist nicht losbar in Q!

Losung: Fuhre
R = {z | = ist unendlicher Dezimalbruch}

ein.

Bemerkungen:

e Problematisch: Aufschreiben solcher nichtperiodischer Dezimalbruche. Man
kann nur Naherungen angeben, z.B.

1,41 ; 1,414; 1,4142; 1,41421 ...

fir z = /2

e Beim Rechnen mit diesen nichtperiodischen Dezimalbriichen muss man sich
im Allg. auch auf Naherungswerte in Form endlicher Dezimalbriche stutzen



Ungleichungen
und Betrage

Grundlage: Axiome

Axioin 1 Seen ooy e B be ebis, Do geloe sena eine der Secshurzen:

Fen W=y ko

Axiom 2: Ez gelte dix Imolikatice:

Rechenregeln fiir Betrdge

Rechenregeln: Seien a,b € B. Dann gilt:

1. |a-b=|a|-|b
2 |31=lgl falls b % 0

3. lal<b & -b<a<bh

4. |a+ b < |a| + |b| (Dreiecksungleichung)

5. |a+b] = |la| —[b]|

Rechenregeln flr Ungleichungen

Rechenregeln: Seion o, b2 12 und @ b Dann gils:
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Definition des Betrages
Betrag: = < B cann ist |¢| definiert:

wo falls
2| = 0 falls »

—w falls w0,
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Grundlage: Axiome

Axiom 1: Seien x,y € R beliebig. Dann gelte genau eine der Beziehungen:
r<y T=Yy T>UY.
Axiom 2: Es gelte die Implikation:

r<yNa<b = z4+a<y+b.

Axiom 3: Es gelte die Implikation:

r<yNld<a = ax<ay.



Rechenregeln fiir Ungleichungen

Rechenregeln: Seien a,b € R und a > b. Dann gilt:

1.

=~ W b

(&

VceR: a+cec>b+c
VceeR, ¢c>0: a-c>b-c
VceeR, ¢c<0: a-c<b-c

1 1
5<5,fallsa>b>0

.a>bANe>d = a+e>b+d
.VneN: a>b>0 = a">b"

VneN: a>b>0 = a> b



Definition des Betrages

Betrag: = € R, dann ist |x| definiert:

x falls x>0,
x| = 0 falls x =0,
—x falls x <0.

A
f(x)

f(x)=Ix|




Rechenregeln filr Betrage

Rechenregeln: Seien a,b € R. Dann gilt:
L. |a-bl = [af - 0]

2. 4] = 131, falls b # 0

3. lal<b & —-b<a<d

4. |la+ b| < |a| + |b| (Dreiecksungleichung)
5. |a+ b > [la] — b]]

@



Komplexe Zahlen

Definition
Idee: Fithre Zahlenraum ein, der +/—1 enthilt
Definitian
L

Glachhat: Furs — 2 | b Zund s —ne nie € gche:

Motivation
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Motivation

Erinnerung:
e 7: Die Gleichung n + z = m losbar fir alle n,m € Z
e Q: Die Gleichung n - x = m losbar fur alle n,m € Q

e R: Die Gleichung x - x = q losbar fir alle ¢ € R

Problem: z? 4+ pz + q¢ = 0 ist nicht |dsbar fiir beliebige p, ¢ € R!

Denn: Verwende pg-Formel:

D
= —=— +14/— —q.
L1,2 9 1 q

2
Formel ist nicht I6sbar fiir £- — ¢ < 0!



Beispiel:

> +4x+5=0

:>561,2:—2:|:\/4— = —2++v—1

Graphische Veranschaulichung:

A A\
y| y]

rrrrr

y= X +4x+5

y= X +4x-5
= (x+5)(x-1)




Definition
ldee: Fuhre Zahlenraum ein, der v/—1 enthalt.

Definition:

1. Komplexe Zahl 2 € C: z:=a+b-4, a,b €R, i = —1.
a heiBt Realteil von z: a =: Rez,
b heiBt Imaginarteil von z: b =: Imz

2. Gleichheit: Fur 21 = a1 + b1t € C und 29 = ag + bot € C gelte:
Z1=%22 <& a1 =agA\by =bs.
Insbesondere z =a+bi =0 fallsa=0Ab=0.
3. Konjugiert komplexe Zahl z: zu 2 =a + bi ist Z = a — bs.

4. Betrag |z|: zu z = a + bi ist |z| = Va? + b2

Bemerkung: RC C-denn R={z€ C: Imz =0}



Rechenregeln

Addition /Subtraktion:

21 29 = (a1 + bli) + (CLQ + bQi) = (a1 + a2) + (bl + bg)’i

Multiplikation:
21 - zo = (a1 + b17) - (ag + b2i) = (a1a2 — b1ba) + (a1bs + a2by)i

Division: (sei zo = (ag + bai) # 0)

21 _ (a1 + bl’i) _ (a1 + bl’i)(ag — bz’&)
29 (CLQ + bQZ) (a2 + bz’t) (CLQ — bz’&)
aiaz +biba  asby —aibe, 212

1 =
2 2 2 2 2




Rechenregeln fliir komplex Konjugierte
Seien z = a + bi und Z = a — bi. Dann gilt:
1. z24+2=2a

2. z-Z=a*+b° = |z

Seien z, 21, z9 € C. Dann gilt:

l. z=12

2. <1 Zo = Z1 29

3. L1R9 — 5152



GaulSsche Zahlenebene

Sei z=a+bi € C.
1. Fuhre in Ebene kartesisches Koordinatensystem (z,y) ein.
2. Trage a = Re z auf der z-Achse auf.

3. Trage b = I'm z auf der y-Achse auf

Imz

Z=a+bi

0 a Re z




Addition/Subtraktion

N B

b,+b,

\

-

a,-a, 0 a, a, a+a, Rez




Polarkoordinaten

Imz
Sei z=a+bi € C.
1. Punkt in Zahlenebene charakterisiert durch (7, ¢)
Z=a+bi
2. r absoluter Betrag von z (Abstand vom Ursprung/Lange) . b
\4
3. ¢ Argument von z (Winkel zur z-Achse) '
0 Re z

Bemerkungen:.
e ¢ nur bis auf Vielfache von 7 bestimmt: Betrachte ¢ €| — 7, 7]
e Esgilt: a=rcos¢ und b =rsin¢
e Umgekehrt gilt: » = va? + b2 = |z| und tan¢ = 2, (a #0)
e Falls a = 0:
| ~, fallsb>0
¢ = 2
| —5, fallsb<0

e Falls 2z =0, so ist r = 0 und ¢ unbestimmt



Rechenregeln in Polarkoordinaten

Allgemeine Darstellung in Polarkoordinaten:
z = r(cos ¢ + isin ¢)
Seien z = |z|(cos ¢ + isin @) und w = |w|(cos Y + ¢siny). Dann gilt:
o z-w = |z||w|(cos(¢ + ) + isin(¢ + ¥))

° % = ||5)—||(COS(¢ — w) + iSin(¢ — 1))

(Addition: Ubung)



Eulersche Formel
Sei z = |z|(cos ¢ + isin ¢). Dann gilt:
z = |z]e*?

mit der Eulerschen Formel €'® = cos ¢ + i sin ¢.



