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Fachbereich Mathematik der Universitat Hamburg
Dr. H. P. Kiani

Analysis | fur Studierende der
Ingenieurwissenschaften

Vertretung fiir Prof. Hinze: Vorlesung 1
WiSe 2015/16
Zahlen, Vollstandige Induktion

Die ins Netz gestellten Kopien der Folien sollen nur die Mitarbeit wahrend der Veranstaltung erleichtern. Ohne die in der Veranstaltung
gegebenen zusatzlichen Erlduterungen sind diese Unterlagen unvollstandig. Tipp— oder Schreibfehler, die rechtzeitig auffallen, werden
mindlich wahrend der Veranstaltung angesagt.

Eine Verdffentlichung dieser Unterlagen an anderer Stelle ist untersagt!



e Vorlesung: Prof. Dr. M. Hinze aéwlva ons Ho o/t

Di 13:15-14:45, Audimax | (BU, BVT, LUM, MB, SB, VT),

Start 20.10
Do 11:30-13:00, Audimax Il (Al, ET, EUT, IN, MTB),

Start 22.10

Buch:Hohere Mathematik fiir Ingenieure und Naturwissenschaft-
ler von Prof. Dr. Giinter Barwolff,Spektrum Akademischer Ver-

lag, ASIN /ISBN:3827414369.



° Ubungen : 36 Gruppen, ca. 20 Tutoren, Anmeldung erforder-
lich!, siehe

Kursbelegung im Intranet der TUHH

14-t3glich im Wechsel mit den Ubungen zur Linearen Algebra

e Ubungsaufgaben Analysis:

http: //www.math.uni-hamburg.de/teaching/export /tuhh /cm/al/1516/Im.html

Abgabe Hausaufgaben: in Gruppen von 2-6 Personen



e Anleitungen/Horsaaliibung:
Briicke zwischen Vorlesung und Ubung/Klausur, Audimax |

14-taglich im Wechsel mit Horsaaliibungen Lineare Algebra

Lineare Algebra: Dr. Jens-Peter Zemke,
Analysis: Dr. Hanna Peywand Kiani

Mo 14:45-16:15 Uhr, VT, BV, EU, LUM, BU, Al, Start 19.10

Di 09:45-11:15 Uhr, ET, IN/IIW, MB, MTB/MEC, SB, Start:
20.10



e Alle Infos, Alles an Material zu Analysis (alte Klausuren, Sprech-
stunden etc.) unter

http://www.math.uni-hamburg.de/teaching/export /tuhh /index.html
Kiani: Tel. 42838-4940

e-mail: kiani at math.uni-hamburg.de

Sprechstunden: Raum 3078, SBS95 (Lindwurm)



Bezeichnungen, Begriffe:

e Menge: Aufzahlung von Elementen
M (= {a,b,c}, be M, 2¢ M
chﬁ'wf'wm
e Leere Menge: () = {}

e Teilmenge: M st eine Teilmenge von M : Mc M : genau
dann wenn -

_ fls h
aeEM — aec M

e Natiirliche Zahlen := N := {1,2,3,4,---}
Axiomatische Charakterisierung:

Die Menge der natiirlichen Zahlen N := {1,2,3,---} wird
durch die Peano Axiome definiert.



Axiome von Peano: Folie 4 Professor Hinze

- 1€ N, (A3
— Jede natiirliche Zahl n hat genau einen Nachfolger n'.
(1'=2,2"=3,...) / S22
3 \\ { /
£ — 1 ist kein Nachfolger einer natirlichen Zahl. 2=3
n d Lt w' £ m’ N —=2 52=27
—nmeNAn#m = n+1+# m+1. g,_:\({/
Hieraus folgt auch, dass jede natiirliche Zahl auBer 1 genau
einen Vorganger hat.@:___)> 2 s 3 mN—m - - A

© S —= 14,5 — Z,S——b-

— Sei A C N. Dgnn gilt
(le ANne A= n"e€ A)) — A=N.
In Worten: Ist 1 aus A und gilt fiir jedes n € A, dass der

Nachfolger n’ zu A gehért, so ist A = N.




Letzte oben aufgefiihre Eigenschaft ist Grundlage des

Prinzips der vollstandigen Induktion

Situation:

Eine Aussage(form) A(n), die von der Zahl n € N abhéangt, soll
fir alle n(> ng) aus N bewiesen werden.

> N
Beispiele: Ae): 02 P <

— Behauptung a) n? > 2n + 1, VneN,n>4=r-

Iz A . ). A+ 4=3

— Behauptung b) Fiir jede beliebige natiirliche Zahl n gilt:

- n*(n+1)°
» 4 |

N T A

L‘

= 1°+2°4+3°+ -+ (n—1)"+n’
3

3 S
17«2




— Behauptung c)
‘>\¢-

| \,
W Vn € N gilt: Es gibt n! verschiedene Moglichkeiten n ver-
schiedene Objekte zu sortieren (Permutationen)

Mogliche Beweismethode: vollstandige Induktion —— >

Folie 5 Prof. Hinze



Beispiel 1) Vermutung: Fiirn € N groB genug, gilt: n? > 2n-+1

n=1: /" =1 re 3 = 244
n=2: 2 =Y $ S - 2244
"3 31 _ 9 S Y = 2.2+
n =4 VA" P > = Y27
Behauptung:

Beweis mittels vollstandiger Induktion

10



/Zu zeigen: n®> 2n+1 Mo 3

Induktionsanfang: W =n. = 3
37 S>3 v

Induktionsvoraussetzung: o <~ R e RO Ne N
(b ( N2>2-N*’4\ @

2 A
Induktionsschritt: 2 .2 (1\‘:2/,_3/2 (e

‘z“( i.

2
<N-(-ﬁ)7— 3@*2‘51*,/( @@ L 2N 1A
WAN
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Beispiel 2) Fiir jede natiirliche Zahl n € N gilt

n(n + 1
k=1+24+3+---+n—-1)4+4n = (2 )
K
Induktionsanfang: w.=1 AL A C"z") v
Induktionsvoraussetzung: (>, <. N = -\
ANx2 +3+ - - N = N (N2
\(/—/ B
Induktionsschritt: 2 A N
A4 2+ 2 ¢ - »-—4-7\[‘*0\“'/‘) :(N+A\(N-+41-
~ — 2.
A+2 + 24.,+M.‘- N+ A |__\_:/ N(N+4) _\__N.LA :E(N“"‘)-%L(”“‘)
8 _ - = S
Andere Beweisidee?
/'_"2-__’ - - — CN+A)(‘N+2-). /
A A - A - 2

12

o —

e 1) 4 () Lz A)



Beispiel 3) Fiir alle Zahlen ¢ # 1 und fiir alle n € N gilt: ="

=2 ¥
N N+ & p n 2.:4 = N-2 J
"‘&1 . qn—l—l S
Zq 1+q+q + @ g = —
1 —q G
Induktionsanfang: “--4 PP P N R I
) A- 9, Caz w) . A
: - N
Induktionsvoraussetzung: - ¢~ N €
A
y N _ AN- 9
Nt g + —_rj/ = pa—
€\
Induktionsschritt: e “
. VN Z N WA
A+ v -1ty +F =
- /l...ﬁv
N+ 1 N4/ T A Ny
_,._/_’_ (V _\.CV N —<y _ ﬂ-c,'y-t/l _.l-CVN _ o
Andere Beweisidee? i;‘v - 2 g O‘,
N +

N—vy 13



Beispiel 4: Wie viele Teilmengen besitzt eine Menge M,, mit n{gM N
Elementen? -

n=1: M = {t,} ST 128 2
n=2: My = {ti,t2} | y (L -
\‘Q?-% {l”‘lwg ;z

n=3: M3:{t17t27t_3} { ]) \4‘.«‘5 iJ(‘L.S {{A\Jﬁz_g
{kb]) {J‘M’(BB Jx‘w,*sS

{‘cn‘ J().\k 55

2.2 .2.
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Vermutung: .~  _ .\ Crmimbao
Induktionsanfang: . _ A oS em

Induktionsvoraussetzung: W~ -t

. . b
Induktionsschritt: ™M s L

RM_. 3\ \'\0‘-\—
Yrne N
N
N <A -
e \ ukmmym
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Beispiel 5:
Bezeichnungen, Begriffe:

— Permutation: Umordnung
Beispiel: M = {1,2,3}. Permutationen der Elemente von M:

N2 3 /\< S

13 >

2 A3 f— 3
2

2 34 <3———A

3 12 I —= 2

39_/\ 3/

DPI’;"H(N\ 2.2 A — )

— Fakultat: Definiere firke N: kl=/1.2 2. . .. (L-n). "

16



Behauptung: Es gibt n! Permutationen einer n—elementigen
Menge. Beweis: Ubungsaufgabe

17



Beispiel 6:

Zwei aus der Schule bekannte Begriffe:

Seien n, m € N. X k C Es o\
A At émnﬂ 3_é-w. <
m heiBt Teiler von n <—: mn <— ke N: n=k-m.
W = 3 <= 3.2

n > 1 heiBt Primzahl, wenn m|n = m =1V m =n.

Folie 6 Professor Hinze :
Hauptsatz der Zahlentheorie, Primfaktorzerlegung

. 2 =M S 6 =
Beweis: Ubung. Vs
2x 2 2.3
= 2.3 2.5.3
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Weitere Zahlenmengen:

\Jf\,w-\é N

Was kann man in N machen?

Folie 7 Prof. Hinze
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Z = Menge der ganzen Zahlen := {--- ,-3,-2,-1,0,1,2,3,4,--- }

7, abgeschlossen bzgl. Addition, Substraktion, Multiplikation

Vm,n e 7 :
m
(n+m)ec n—m n-m e/, — =< ——2;;— & 7
n
M
/A
m-+x=n /
n-r=m < = on e Z
A 2 2 =
2 = <

2 ’



Folien 8-9 Prof. Hinze

Q = Menge der rationalen Zahlen

::{@ :m,n € Z, n # 0, m,n teilerfremd}
n

a € Q = a ist als periodische Dezimalzahl darstellbar:

B :-O‘f/lézp
2 C ©
— :Q‘/l(a cc - — 2o
12 A2
Y
N 2
8 2%

Vi

21



Reelle Zahlen R

/ahlengerade: NI
%
+” 54 ~‘
l ]
) |

A4

Irrationale Zahlen

Folie 10 Prof. Hinze

Reelle Zahlen R = Vereinigung der rationalen (periodischen Dezi-
malzahlen) und der irrationalen (nicht periodischen Dezimalzahlen)

Zahlen.

22



R ist bzgl. Addition, Substraktion, Multiplkation, Division abge-
schlossen.

Speziel Vx e R gilt: y=2°=z-2€R

Wie sieht es mit der Umkehrung aus?
Sei y € R beliebig. Frage: HxER:xQZy? <X=_/

Also: Gibtes x € R mit z = y% = /Yy’

23



