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Buch Kap. 2.6 — H6here Ableitungen

Definition 2.24: (hhere Ableitungen)

@ Die Funktion f : D — R sei differenzierbar auf A C D und habe die
Ableitung g(x) = f'(x).Ist g : A — R differenzierbar auf B C A mit
der Ableitung g’(x) = (f’(x))’, dann heiBt f zweimal differenzierbar
und

f@(x) == g'(x) = (F (0))’
heiBt zweite Ableitung der Funktion f.

o Die Differenzierbarkeit der (n — 1)-ten Ableitung vorausgesetzt,
wird analog die n-te Ableitung von f durch

O (x) = (F""(x))’
d"f
dxn

@ Die Funktion f : D — R heiBt n-mal stetig differenzierbar, falls
f" : D — R stetig ist.
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rekursiv definiert. Fiir f(”)(x) wird auch <1 (x) geschrieben.
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Buch Kap. 2.7 — Lineare Approximation und Differential

Satz 2.12’: (Differenzierbarkeit und das lineare Modell)

Die Funktion f : I — R ist im Punkt xo genau dann differenzierbar, wenn
es eine Zahl a € R gibt, so dass

lim f(x) — f(x%) — a(x — xo) -0
X—Xg X — Xo

gilt, bzw. kiirzer mit k(x) = f(x) — f(x0) — a(x — xo)

tim <) _ g
x—Xxg X — Xo

Die Zahl a stimmt mit der Ableitung f’(x,) an der Stelle xg liberein, d.m.

a= f,(Xo).
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Buch Kap. 2.7 — Lineare Approximation und Differential

Abbildung 2.32: Funktion und totales Differential dy
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Buch Kap. 2.7 — Totales Differential

Definition 2.25: (totales Differential)
Sei f : | — R in Xp differenzierbar.

dy := f'(%)(Xx — Xo)
heiBt totales Differential von f bei xo.
Mit dx = Ax = x — xp flir den Zuwachs Ax = x — xo wird auch
dy = f'(x0)dx

geschrieben.
Satz 2.13: (totales Differential der unabhangigen Variablen)
Fir f(x) = x erhalt man an der Stelle xo

dy = dx = x — Xo.

dx heiBt totales Differential der unabhéngigen Variablen x. Das totale
Differential der unabhéngigen Variablen ist gleich ihrem Zuwachs.
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Buch Kap. 2.8 — Eigenschaften diffbarer Funktionen

Satz 2.14: (notwendige Bedingung fiir absoluten Extremwert)

Sei f : | := [a, b] — R auf dem Intervall / definiert und nehme in xo € /
einen absoluten Extremwert an (also Maximum oder Minimum). Falls
f’(xo) in den nachfolgenden Fillen (linksseitig/rechtsseitg) existiert, gilt

@ Ist xo € (a, b), so gilt f(x0) = 0.
@ Ist xo = a, so gilt

o f’(x0) < 0, falls xo Maximalstelle,
o f’(xp) > 0, falls xo Minimalstelle.

@ Ist xo = b, so gilt
o f'(xo) > 0, falls xo Maximalstelle,
o f’(xp) < 0, falls xo Minimalstelle.

Kurz
f'(x0)(x — x0) > O fiir alle x € /im Fall einer Minimalstelle,
f'(xo)(x — X) < O fir alle x € /im Fall einer Maximalstelle.
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Buch Kap. 2.8 — Eigenschaften diffbarer Funktionen

Im Folgenden seien f, h : [a, b] — R stetig und auf (a, b)
differenzierbar.

Satz 2.15: (Satz von Rolle)

Gilt f(a) = f(b), so gibt es mindestens ein x, € (a, b) mit

fl(Xo) =0.

Satz 2.16: (Mittelwertsatz)
Es gibt mindestens ein xo € (a, b) mit
’ _ f(b) — f(a)
f(x) = ~b_—a -
Satz 2.17: (verallgemeinerter Mittelwertsatz)
Es gelte auf (a, b) Uiberall h’(x) # 0. Dann existiert ein Punkt xo, €]a, b[

mit
f'(x) _ f(b) —f(a)

7 (x) ~ h(b) — h(a)
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Buch Kap. 2.7 — Eigenschaften diffbarer Funktionen

f(b)1

f(a)}

f(x )

f(x)

Abbildung 2.34: Sekante und parallele Tangente (Mittelwertsatz)
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