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Buch Kap. 2.5 — Eigenschaften stetiger Funktionen

Satz 2.7: (Zwischenwertsatz) Sei f : [a, b] — R stetig und y eine
beliebige Zahl zwischen f(a) und f(b). Dann gibt es mindestens ein X
zwischen a und b mit

fx)=y,

d.h. eine stetige Funktion f : [a, b] — R nimmt jeden Wert y zwischen
f(a) und f(b) an.
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Buch Kap. 2.5 — Maximum und Minimum

Definition 2.19: (Maximum und Minimum)

@ Sei A C R eine Menge. Die kleinste Zahl Zahl s mit s > a fiir alle

a € A heiB3t Supremum von A, Notation s = sup a. Die gr6Bte Zahl ¢
- acA

mit t < afir alle a € A heiBt Infimum von A, Notation s = igE a.
a

@ Gibt es xo € D mit f(x) = sup,.p f(x), so heiBt x, Maximalstelle,
f(x0) das Maximum von f. Gibt es ein Xo € D mit f(x0) = infxcp f(x),
so heiBt xo Minimalstelle und f(xo) Minimum von f.
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Buch Kap. 2.5 — Satz von Weierstrf3

Satz 2.9:(WeierstraB)

Jede stetige Funktion f : [a, b] — R ist beschrankt und besitzt
Maximum und Minimum, d.h. es existieren Elemente xo, X1 € [a, b] mit

f(xo) < f(x) < f(x1) firalle x € [a, b] .

Jede stetige Funktion nimmt also auf einem abgeschlossenen Intervall
Maximum und Minimum an.
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Buch Kap. 2.6 — Differenzierbarkeit

t(x)=f(x 0)+f’(x O)(x—x O)

(%)

f(x)

Abbildung 2.30: Sekante und Tangente an f in xp
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Buch Kap. 2.6 — Differenzierbarkeit von Funktionen

Definition 2.21: (Differenzierbarkeit)

Sei f : | — R eine Funktion und / ein Intervall. f heiB3t differenzierbar im
Punkt xo € I, wenn der Grenzwert

lim f)=10) o jim [t AX) — f(X0) @)
x—X X — Xo AX—0 AXx

existiert. Der Grenzwert wird mit '(xo) (oder (xo), g ; |x=x5)

bezeichnet und Ableitung oder leferentlalquotlent von f in Xo genannt.

Analog zur rechtsseitiger (linksseitiger) Stetigkeit werden rechtsseitige
(linksseitige) Differenzierbarkeit in xo definiert; Ersetze in (2) dafiir
X — Xo durch x — xo + 0(—0) und Ax — 0 durch Ax — 0 + 0(—0).
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Buch Kap. 2.6 — Differenzierbarkeit von Funktionen

Definition 2.23, 2.26: (Differenzierbarkeit und stetige Differenzierbarkeit
auf I C D)

@ Die Funktion f : D — R heiBt auf dem Intervall / C D
differenzierbar, wenn f in jedem inneren Punkt von / differenzierbar
ist, und in jedem zu I gehérigem Randpunkt einseitig
differenzierbar ist.

@ Die Funktion f : D — R heiBt auf dem Intervall | C D
stetig differenzierbar, falls sie dort differenzierbar ist und die
Ableitung ' : D — R stetig ist.
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Buch Kap. 2.6 — Differenzierbarkeit von Funktionen

Satz 2.10: (Differenzierbarkeit =—- Stetigkeit)

Ist eine Funktion f : D — R in einem Punkt x, differenzierbar, so ist sie
an der Stelle xo auch stetig.
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Buch Kap. 2.6 — Differentiationsregeln

Seien f und g differenzierbare Funktionen. Die Ableitung einer Funktion
f wird durch ' bezeichnet.
(i) Ableitung von Summe, Produkt und Quotient
(f+9)=f+4g
(c - f)’ = cf’ (c reelle Konstante)
(fg)’ = f'g + fg’ (Produktregel)
(5)’ = %, falls g # 0 (Quotientenregel)
(i) Kettenregel
(fog(x)) = (f(g(x)) = f'(g(x)) - 9'(x)
(iii) Ableitung der Umkehrfunktion
Ist y = f(x) bijektiv und differenzierbar mit f'(x) # 0, dann gilt

—1y7 — L —1y7 _ 1
YW =5y bW YW = =0y
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