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Buch Kap. 1.7 — Komplexe Zahlen — Motivation

y y
| 107
- 5 x
y= X 2+4x+5
5 5
5 y=x“+4x-5
= (x+5)(x-1)
-10+ -5 5 x

Abb. 1.22: Quadratische Gleichungen mit und ohne Lésungen in R

Erweiterung von R notwendig — Komplexe Zahlen.
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Buch Kap. 1.7 — Komplexe Zahlen

Wir wollen einen Zahlenkérper definieren, in dem jedes Polynom eine
Nullstelle besitzt.
Betrachte etwa x> + 4x + 5 = 0. Mit der p — q Formel ergibt sich

X12 = —24 /1.
Was ist v/ —1?
1) Unter einer komplexen Zahl z € C versteht man einen Ausdruck der
Form

z:=a+bi mit a,beR.
a € R heiBt Realteil von z: a =: Re z, b € R heiBt Imaginéarteil
von z: b =: Imzund iimaginéare Einheit.
2) Zwei komplexe Zahlen sind gleich, wenn sowohl die Realteile als
auch die Imaginarteile Gibereinstimmen. Insbesondere ist

a+bi=0<—a=0Ab=0.

3) Istz=a+ bi,so heiBt Zz = a — bidie zu z konjugiert komplexe
Zahl und |z|? := zZ Betrag von z.
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Buch Kap. 1.7 — Komplexe Zahlen

Wir statten die komplexen Zahlen mit einer Addition und einer
Multiplikation wie folgt aus:
Addition/Subtraktion:

z1+ 2z = (a1 + bii) = (a2 + b2i) = (a1 £ a2) + (b1 £ b2)i
Multiplikation:
212 = (a1 + bii) - (82 + b2i) = (@182 — b1b2) + (a1b2 + axb1)i
Division (Voraussetzung z, = a; + bai # 0):

zZi _ a+bi _ (a4 bii)(a2 — boi) _
¥ a + b2i (a2 + ba2i)(a2 — bei)
ai1a; + b1 bz 32b1—a1b2i= Z12Z2 )
a + b a + b 222
Damit folgt dann insbesondere
2
i =—1.
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Buch Kap. 1.7.2 — Komplexe Zahlen, die Gaul3’sche Zahlenebene

In einem (x, y)-Koordinatensystem tragen wir auf der x-Achse den
Realteil und auf der y-Achse den Imaginarteil einer komplexen Zahl

Z = a + bi ab. Dann entsprich jede komplexe Zahl einem Punkt in der
GauB’schen Zahlenebene.

Im z Im z
11 z=2+i z=a+bi
r
b
[
t T
0 2 Rez 0 a Re z

Die GauB’sche Zahlenebene ist ein Bild des Kérpers C der komplexen
Zahlen, die reelle Achse stellt dabei den Teilkérper R der reellen Zahlen
dar.
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Buch Kap. 1.7.2 — Komplexe Zahlen

Komplexe Zahlen z = a + bi kénnen in der GauB’schen Zahlenebene
durch Vektoren 0z mit den Komponenten a, b dargestellt werden.
Addition und Subtraktion entsprechen dann der Addition und
Subtraktion von Vektoren.

o] a % e Res
Aus dem Dreieck 0AB liest man die Giiltigkeit der Dreiecksungleichung
fir komplexe Zahlen ab. Es ist
|0B| < [0A| + [AB|, also |z + 2| < |z|+|2z|.
Ebenso gilt im Dreieck 0AC
|0C| > |AC| — [0A| und
|0C| > |0A| — |AC|, also |z1 — 2| > ||z1| — |||
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Buch Kap. 2.1 — Begriff der Funktion
Defintion 2.1: (reelle Funktion einer reellen Verénderlichen)
Sei D C R. Dann heiBt eine Abbildung
f:D— R,

welche jedem x € D genau ein y = f(x) € R zuordnet, reellwertige
Funktion einer reellen Veranderlichen.
D = D(f) C R heiBt Definitionsbereich und

W= {y|3x e Dmity = f(x)}

Wertebereich von f.
Sind A C Rund B C R, so nennen wir

f(A) := {y € B|esgibteinx ¢ Amity = f(x)}
die Bildmenge von A, und
f~'(B) := {x € Alf(x) € B}
die Urbildmenge von B.
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Buch Kap. 2.1 — Begriff der Funktion

Defintion 2.1 (Fortsetzung)
Eine Funktion f : A — B heif3t
@ injektiv (eineindeutig), falls
a#a = f(a) # {(a)
@ surjektiv (Abbildung auf, f(A) = B),
vbe B3acA: b=f(a).
@ bijektiv, falls f injektiv und surjektiv ist.

Die Funktionen f und g sind gleich (f = g), genau dann, wenn
@ D(f) = D(g) und
@ f(x) = g(x) fur alle x € D(f)

gilt.
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