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5.2 Differentialrechnung einer Variablen

A

Differenzenquotient und Differentialquotient.

DerDi f f erenzenquot i ent

Af f(x) —f(xo0) )
= y fur x # Xo,
Ax X — X0

gibt die Sekant enst el gung an. Betrachten nun den Grenziibergang X — Xo.
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5.2 Differentialrechnung einer Variablen

Definition: Seif: D — R, D C R eine Funktion und xg € D N D’ ein Punkt.

e Furx € D, x # X(, nennt man den Ausdruck

AFF(x) — flxo)
Ax X —Xp

D fferenzenquoti ent bzw. Sekant enst el gung von f bezuglich x.

e Die Funktion f heiRt di f f er enzi er bar in xg, falls der Grenzwert

o f(x) —f(x0)
lim
X—X0 X — X0

existiert. In diesem Fall nennt man den Grenzwert Abl el t ung oder
D fferenti al quoti ent der Funktion f an der Stelle xo und schreibt
df f(x) — f(xo)

f'(xg) = d—(xo) = lim
X x—Xxo X — Xg
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5.2 Differentialrechnung einer Variablen

Definition: Seif: D — R, D C R eine Funktion und xg € D N D’ ein Punkt.

e Dann heil3en die einseitigen Grenzwerte

Fixg) = m S
o) g 1))

X—X, X — X0

rechtsseitigebzw. | i nksseitige Ableitungvonfbeixg.

Bemerkung: Falls f differenzierbar in X, so stimmen die rechtsseitige und linksseitige

Ableitung von f bei x¢ Uberein.
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5.2 Differentialrechnung einer Variablen

Eine Interpretation der Ableitung einer Funktion.

Die zeitliche Bewegung eines Massenpunktes sei beschrieben durch eine Funktion
c: I 5 R3 c=c(t), [CR,

wobei t die Zeit und c(t) der Ort des Massenpunktes. Dann ist die Ableitung

dc c(t) —c(to)

to) i = Ilim
dt (o) t—to t—1to

die Geschw ndi gkei t, mit der sich der Massenpunkt bewegt.

c(to) :=

Erklarung: In At = t — to legt der Massenpunkt die Strecke Ac = )
c(t) — c(to) zuriick; die mittlere Geschwindigkeit betragt ¢(t,)

At t—tg

Ac  c(t) —c(to)

c(tl)

Fur t — to erhalt man die momentane Geschwindigkeit,
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5.2 Differentialrechnung einer Variablen

Beispiel: Ableitung von Monomen.
Betrachte die Mononf unkt i on f: R — R, gegeben durch f(x) = x™, furn € N.

Dann gilt
n—1
x" —x5 = (x —x0) E x“_]_)xg), fir x, xo € R,
j=0
und somit
n—I1
X" — x5 IR _
lim O = lim X)) =X
X—%xo X — X0 X—Xp 4 5
J:

Fazit: Die Funktion f(x) = x™ ist auf ganz R differenzierbar und es gilt
f'(x) = nx™ 1 fir alle x € R,

fur die (erste) Ableitung von f.

Bemerkung: Fir eine konstante Funktion f(x) = c gilt f'(x) = 0.
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5.2 Differentialrechnung einer Variablen

Linearit at der Ableitung.

Sind die beiden Funktionen f(x) und g(x) differenzierbar, so sind auch
(f+g)(x):="Ff(x)+g(x) und (Af)(x):=A-f(x) furA R,
differenzierbare Funktionen, und es gilt

(f+g)(x) = (x)+4g(x) und (Af)(x)=A-1(x).

Ableitung von Polynomen.
Seip : R — Rein Pol ynom d.h. p hat die Form

= Z axx® mit Koeffizienten ay € R fur0 < k < n.

Dann ist die (erste) Ableitung von p gegeben durch
d = d _
k k—1
X) x| = A —X= = ax kx~ .
S = (T at) =T -
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5.2 Differentialrechnung einer Variablen

Ableitung elementarer Funktionen.

Funktion Ableitung Parameter
x* ox*~! x e R,x>0
er er x € R
log(x) % x >0
sin’x COS X x € R
COS X —sinXx x € R
tan X 1/ cos?(x) X # 5 +kmfirk € Z
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5.2 Differentialrechnung einer Variablen

Ableitung von vektorwertigen Funktionen.

Seif:D — R™, D C R, einevekt or wert i ge Funktion, d.h. f hat die Form
f(x) = (f1(x), ..., fm(x))T € R™, fir x € R.
Dann wird die Ableitung von f komponentenweise berechnet, d.h. es gilt

f'(x) = (f;(x), ..., f (x)7, fur alle x € R.

Beispiele:

f(x) = (x, eX,sinx)’ f'(x) = (1,e*,cosx) "

—
—  f/(x) = (—sinx,cosx)"’

—

f(x) = (cosx, sinx)
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5.2 Differentialrechnung einer Variablen

Aus Differenzierbarkeit folgt Stetigkeit.
Satz: Istf: D — R, D C Rinxg € DO differenzierbar, so ist f in X stetig.

Beweis: Sei f in x¢ differenzierbar. Dann folgt

lim (f(x) — f(xo0) — (x —x0) - f'(x0)) =0

X—X0

unmittelbar aus der Voraussetzung

f/(XO) — im f(X) — f(XO) .
X—X0 X — X0

Wegen limy ., (x — X0 )f'(xp) = O folgt schlieRlich

im f(x) = f(Xo),

X—Xo

d.h. die Funktion f ist in X stetig.

VORSICHT! Die Umkehrung dieser Aussage gilt im Allgemeinen nicht!

Beispiel: Die Funktion f(x) = |x| ist stetig, aber nicht differenzierbar in Null.
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5.2 Differentialrechnung einer Variablen

Wichtige Differentiationsregeln.

Satz: Seienf,g: D — R, D C R, inxo € DP differenzierbare Funktionen. Dann gelten
die folgenden Differentiationsregeln.

(@) Fur «, B € Rist af 4+ 3g in x¢ differenzierbar, und es gilt
(af + Bg)’ (x0) = af’(x0) + Bg'(x0)
(b) Die Funktion f - g istin X differenzierbar, und es gilt die Pr odukt r egel
(f-g) (x0) = ' (x0)g(x0) + f(x0)g' (x0)

(c) Ist g(xo) # 0, so ist die Funktion f(x)/g(x) in X differenzierbar, und es gilt die
Quot | ent enr egel

(f>/ (xo) = Xo)g(x0) — flx0)g'(x0)
g) (g(x0))2
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5.2 Differentialrechnung einer Variablen

Beweis: Die Behauptung in Teil (a) folgt unmittelbar aus der Identitat

(oxf(x) + Bg(x)) — (xf(x0) + Bglxo)) _  F(x) —flxo) 4B g(x) — g(xo)

X — X0 X — X0 X — X0

Genauso folgt Teil (b) aus der Identitat

g0 = flxo)glxo) _ f(x) = flxo) o\
X — X X — X0 X — X0

Zu Teil (c): Es gilt

1 1
g(x) ~ g(xo) 1 g(x) — g(xo) )

= — : , fur g(xo0), g(x) # O,
x— %o g0x)-glxo)  x—xo gixol glx) 7

und somit (1)/(xo) = — 2284 fur g(xo) # 0.

Die Behauptung folgt schlief3lich wie folgt aus der Produktregel, Teil (b).

N\ (Y o o) o gxo)  f(x0)g(xo) — f(xo)g' (o)
(g) o) = (f 9) (xo) = Sie) 1) T ion? = (9(x0))2 '
]
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5.2 Differentialrechnung einer Variablen

Weitere Wichtige Differentiationsregeln.

Satz:

(@) Seienf:D - R, g:E = RmitD,E C Rundxo € D° N (f1(E))°.
Falls f differenzierbar in xo und g differenzierbar in yo = f(x¢), so ist auch die

Komposition g o f in x¢ differenzierbar, und es gilt die Ket t enr egel
(gof)(xo0) =g'(f(xo)) - f'(x0).

(b) Ist f: [a, b] — IR streng monoton wachsend und in Xo € [a, b] differenzierbar mit
f'(xo) # 0, so ist auch die Umkehrfunktion = : [f(a), f(b)] — Rinyo = f(xo)
differenzierbar, und es gilt

((F71) o f) (x0) = (f 1) (yo) =
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5.2 Differentialrechnung einer Variablen

Beweis: Teil (a): Nach Voraussetzung gilt

f(x) = f(xo)+m1(x)(x —x0), limy _sxo M1 (%) = ' (X0),
gy) = 9g(yo) +m20y)(y —yo), limy .y, N2(Y) = g’'(yo),

wobei Yy = f(x) und yo = f(xo). Daraus folgt

(gof)(x) =(gof)(xo) +m2(flx)) - mi(x)(x —xo)

und somit

(gof){x)—(gof)xo)

=n2(f(x)) M1 (x) — g'(f(x0)) - f'(x0) firx — xo.
X — X0

Teil (b): Nach Voraussetzung gilt

f(x) = flxo) + 0 (x —x0), lim n(x) = (x0) #0,
somity =vyo +N(f " (y))(F T (y) —f ' (yo)) furx = ' (y), und daher
=1 y) —f"(yo) 1 \ ] .
Yy —Yo AT P Te)) Y Tver W



5.2 Differentialrechnung einer Variablen

Verallgemeinerte Produktregel.

Satz: Ist (+,-) : R™ x R™ — Reine Bi | i near f or mundsind f,g: D — R™,
D C R, inxo € DP differenzierbar, so ist auch die Funktion (f, g) in x¢ differenzierbar,
und es gilt die ver al | genel nerte Produktregel

d% (f(x), 9(x)) = (f'(x0), 9(x0)) + (f(x0), ¢'(x0)) -

X=X0o

Beweis: Analog zum Beweis der Produktregel:

(f(x), g(x)) — (f(x0), g(x0))
X — X0

L (M=) ) (g, S )

X — X0 X — X0

— (f'(x0),g(x0)) + (f(x0),g'(x0)), firx = xo. M
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5.2 Differentialrechnung einer Variablen

Beispiel: Anwendung der Quotientenregel.

Betrachte die Tangensf unkt i on

sin(x)

tan(x) = fir x £ %[ + km, k € Z.

cos(x)

Aus den Ableitungen der trigonometrischen Funktionen

d d
—sin(x) = cos(x) und — cos(x) = —sin(x)
dx dx
erhalt man die Ableitung der Tangensfunktion mit der Quotientenregel:
d d [ sin(x) cos(x) - cos(x) + sin(x) - sin(x)
— tan(x) = —
dx dx \ cos(x) cos? (x)

furx # 5 + km, k € Z.

164

~ cos?(x)’



5.2 Differentialrechnung einer Variablen

Beispiel: Ableitung der Umkehrfunktion.

Beispiel 1: Betrachte die Umkehrfunktion der Tangensfunktion,

arctan : R — (—g, %[) :

Fur die Ableitung von X = arctan(y), d.h. y = tan(x), erhalt man
d ] ] 2 ] ]

- t — —_— —
iy arctan(y) T ant) 1/ cos2(x) cos” (x)

Beispiel 2: Betrachte den Logar | t himus, die Umkehrfunktion der Ex- /
ponentialfunktion exp(x),

log : (0,00) — R. /

Fir die Ableitung von x = log(y), d.h. y = exp(x), erhalt man

d log(y) 1 1 1 fury € (0, 0c0) |
—logly) = = = —, ur , 00).
dy Y d%( exp(x) exp(x) vy Y
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5.2 Differentialrechnung einer Variablen

Weiteres Beispiel: Ableitung der Umkehrfunktion.

Betrachte Wir zel f unkti on /- : (0,00) — (0, 00),

x — /x  fiurx € (0,00) undmn > 2,

als Umkehrfunktion der Monomfunktion f(x) = x™.

Far die Ableitung von X = /'y = y%, d.h.y = x™, erhalt man
d 1 1 1 T 1y
21 y — — — = — —_ — . y n .
dy Axn xnl oyt on
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5.2 Differentialrechnung einer Variablen

Zwei Beispiele zur Anwendung der Kettenregel.
Beispiel 1: Betrachte fiir f(x) = exp(x) und g(y) = cos(y) die Komposition
(gof)(x) =cos(exp(x)) : R — [—1,1].

Die Ableitung von g o T berechnet man mit der Kettenregel wie folgt.

dix cos(exp(x)) = —sin(exp(x)) - exp(x)

Beispiel 2: Betrachte die Exponentialfunktion a* = exp(x - log(a)) fir a > 0.

Die Ableitung der Funktionen a* und x* berechnet man mit der Kettenregel:

Sa* = < (en(xhg(a))) = ew(xlog(a)) - log(a) = log(a) - a*
X dx

ix" — i(exp(x log(x))) = exp(xlog(x)) (1 -log(x) + x - l)
dx dx X

= x*(1+log(x)), firx >D0.
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5.2 Differentialrechnung einer Variablen

Ableitungen h O6herer Ordnung.

e Ist eine Funktion f : [a, b] — R in jedem Punkt xo € [a, b] differenzierbar, so ist die
Ableitung von f ebenso eine Funktion, ' : [a, b] — R.

e Ist f’ Uiberall differenzierbar, so erhalt man die zwei t e Abl ei t ung " von f.
e Istf berall differenzierbar, so erhalt mandiedritte Abl ei t ung f”” usw.

e Ist f n-mal differenzierbar auf [a, b] und ist die n-te Ableitung () quf la, b] stetig, so
heiRt f n-mal stetig differenzierbar,C™- Funkti on.

e Ist f n-mal differenzierbar auf [a, b] fiir jedes n € N, so heiRt f bel | ebi g of t
di fferenzi er bar (unendlich oft differenzierbar), C°°- Funkt i on.

Notation:

f e CO([a, b]) & f stetig auf [a, b]
f e C'([a,b]) &= fn-mal stetig differenzierbar auf [a, b]
f € C*°(la,b]) :& f beliebig oft differenzierbar auf [a, b]
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