Stetige Funktionen.

Definition: Seif: D — W, D C V, eine Funktion.
e f(x) heiRtstetig erg  anzbar inxo € D’, falls limy_,x, f(x) existiert.
e f(x) heiRtstetig  im Punktxg € D N D/, falls limy_,, f(x) = f(x0).

e f(x) heiRt stetig  auf D, falls f(x) in allen Punkten xo € D N D’ stetig ist.
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1

1
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Graph einer stetigen Funktion.
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e-0-Definition der Stetigke:it.

Satz (e- d-Definition der Stetigkeit ):
Fir xo € D N D’ sind die folgenden Eigenschaften quivalent:

(a) f(x) iststetigin Xxo, d.h. limy_,, f(x) = f(x0);

by Ve>0:36>0:YVxeD: |x—xo| <& = |f(x)—f(x0)| < e.

Graph einer stetigen Funktion.
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Beweis: (a) = (b): Annahme: 3¢ >0 : V6 >0 : dxs € D :

Ixs — %0l <& /A |[|[f(xs) —f(x0)|| > ¢

Die Wahl § = % (n € N) generiert eine Folge (X1 )nen, Xn € D, mit
]
[xn — %ol < - A [fxn) —f(xo0)|| > €

Wegen [|f(xn) — f(xo)|| > € gilt X, # X und somit
xn € D\ {xo} fur alle n.

Weiterhin gilt

n—oo

Gleichzeitig konvergiert aber (f(xn, ))nen nicht gegen f(xg ). Dies steht im Widerspruch zur
Annahme, wonach f(x) im Punkt X stetig ist. ]
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(b) = (a): Es gelte

im X = Xo mit X, € D \ {xo} fur alle n.
n—oo

Wahle zu € > 0 ein & > 0 mit

Vx eD:|[x —xpl| <d = [f(x) — f(xo)]| < e.

Seinun N = N{(¢&) mit
Vn >N : |[xn—xo| < 0.

Dann folgt direkt
Vn >N : [[f(xn) —f(xo)|| < €
und somit

lim f(x.) = f(xo0),

n—,oo

d.h. die Funktion f(x) ist stetig im Punkt X.
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Beispiele flr stetige Funktionen.

Konstante Funktionen f : D — W, f(x) = a € W, sind stetig.

Die Identitatid : V — V, definiert durch id(v) = v fir alle v € V, ist stetig.

Univariate Polynome P :R — R (oderp : C — C), der Form
mn
= Z akxk, ax € R (oder ax € C),
sind stetig.
Multivariate Polynome , d.h. Polynome in . (reellen oder komplexen)

Variablen, p : R™ — R (oder p : C™* — C), der Form

K k
f(X1y...y%Xn) = E E Ctk1, Lo XXt

k1=

sind stetig.
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Weitere Beispiele flr stetige Funktionen.

Die Wurzelfunktion v/x : [0,00) — Rist stetig auf [0, 00).

Eine Potenzreine ,p:R — R (oderp : C — C), der Form
plz) = Z az*, ax € R (oderz € C),
k=0

ist auf dem Bereich, wo die Reihe p(z) absolut konvergiert, stetig.

Beispiel: Die absolut konvergente Exponentialreihe exp(z) ist tiberall stetig. Weiterhin
sind die Funktionen log(z), sin(z), und cos(z) auf ihren jeweiligen Definitionsbereichen

stetig.

Sind die Funktionen f(x) und g(x) stetig im Punkt X, so auch

fix)
f(X) T Q(X), A- f(X), f(X) ) g(x), W (far g(XO) 7& O)

Allgemeiner: Die Komposition stetiger Funktionen ist stetig.

Beispiel: f(x,y) = sin(1/x? + y?) istauf ganz R x R stetig. O]
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Satz: Sei f : [a, b] — IR eine stetige Funktion auf einem abgeschlossenen und
beschrankten Intervall [a, b] C R. Dann gelten die folgenden Eigenschaften.

(a) Existenz einer Nullstelle.

f(a)-f(b) <0 =— dxo € (a,b):f(xg) =0
(b) Zwischenwertsatz

fla)<c<f(b) = dxo€(a,b):f(xg) =c

(c) Stetigkeit der Umkehrfunktion.

Ist f streng monoton wachsend, d.h. x <y = f(x) < f(y), so ist auch die
Umkehrfunktion f~1 : [f(a), f(b)] — R stetig streng monoton wachsend.

(d) Min-Max-Eigenschaft
Die Funktion f nimmt ihr Maximum und Minimum auf [a, b] an, d.h. es gibt
X1,X%X2 € [a,b] mit

f(x1) = min f(x) und f(x2)= max f(x).
x€la,b] x€la,b]
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Beweis:

(a): klar mit Bisektionsverfahren.

(b): wende Teil (a) auf die Funktion g(x) = f(x) — c an.
(c): Ubung (siehe Literatur).

(d): Weise die Existenz des Maximums nach. Sei s = sup{f(x) | a < x < b}.
Dann existiert eine Folge (xi )k C la, b] mit f(xi) — s (k — o0).

Nach dem Satz von Bolzano-Weierstral3 gibt es eine konvergente Teilfolge (xkj ))- von

(xk )k in [a, b], d.h. fur ein xg € [a, b] gilt
Xk, — X0 (j — oo) und f(xx;) =s (j — oo)

Wegen der Stetigkeit von f gilt s = f(xp) = maxg<x<b F(X).

Den Nachweis fur die Existenz des Minimums fuhrt man analog.
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Wichtige Bemerkung.

Fir die Gultigkeit der Min-Max-Eigenschaft ist es wesentlich, dass man ein kompaktes

(d.h. abgeschlossenes und beschranktes) Intervall [a, b] betrachtet.

Sonst gilt die Aussage im Allgemeinen nicht!!!

Gegenbeispiel:
Betrachte die Funktion f: D — R mit D = (0, 00) C R und

f(x) = —, firx € D = (0, c0).

e f ist auf ganz D stetig, nimmt aber weder Minimum noch Maximum auf D an.
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Min-Max-Eigenschaft flr multivariate Funktionen.

Definition: Eine Menge D C R™ heit kompakt (folgenkompakt ), falls jede Folge
(X1 )ken, Xk € D, eine in der Menge D konvergente Teilfolge

XK; — %o € D (j — o0)
besitzt. ]
Satz: Ist D C R™ eine kompakte Menge und ist die Funktion f : D — R stetig auf D, so
nimmt f auf D Minimum und Maximum an, d.h. es gibt Punkte x1,x2 € D mit

f(xq) = min f(x) und f(x2) = )r(rg%(f(x).

Beweis: Analog wie der Beweis von Teil (d) im vorigen Satz.

Verwende dazu insbesondere den Satz von Bolzano-Weierstrall. H
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Kriterien fur Kompaktheit.

Satz: Fur eine Menge D C R sind die folgenden Eigenschaften aquivalent.
(@) D ist kompakt;

(b) D ist abgeschlossen und beschrankt;

(c) Heine-Borel-  Uberdeckung

Jede offene Uberdeckung von D besitzt eine endliche Teiliiberdeckung, d.h. es gilt

k
Dc| W, Uiofen = 34,...,ixel:Dc|JU;
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Beweis: (nur die Aquivalenz (a) < (b)).
(a) = (b): Sei D kompakt.
Angenommen, D ware unbeschrankt. Dann gibt es eine Folge (X, ) C D mit

limm 00 ||Xm|| = 0. Diese Folge kann allerdings keine konvergente Teilfolge besitzen.

Dies steht im Widerspruch zur Kompaktheit von D.

Angenommen, D ware nicht abgeschlossen. Dann gibt es einen Haufungspunkt xo von D
mit xo € D, d.h. es gibt eine Folge (x1n) C D mitlimm— oo Xm = Xo € D. Diese Folge
kann aber keine in D konvergente Teilfolge besitzen. Dies steht im Widerspruch zur

Kompaktheit von D,

(b) = (a): Sei D abgeschlossen und beschrankt.

Sei (x;) C D eine Folge in D. Da D beschrénkt ist, ist auch die Folge (X, ) beschrankt.
Nach dem Satz von Bolzano-WeierstraR besitzt (X, ) eine konvergente Teilfolge (X, ) mit
Xm; — Xo.Da D abgeschlossen ist, liegt xo in D. Somit ist (X, ) eine in D konvergente

Teilfolge von (X ). H
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Beispiel.

Sei S"! C R™ die Einheitssph  are in R™ beztglich der Norm || - ||, d.h.
ST = {x e R™| x| = 1}

Offensichtlich ist S™ ! kompakt (abgeschlossen und beschrankt).

n)

Somit existieren fiir jede gegebene Matrix A € RU™™) zwei Vektoren x1,x2 € S mit

|Ax1]| = min ||Ax]| und ||Ax;|| = max |Ax]|
XESTL—] XESn—1

Dies folgt aus der Min-Max-Eigenschatft, denn die Funktion
@:R" =R,  ox)=[Ax]]

ist stetig auf S
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Gleichm aldige Stetigkeit.

Definition: Eine Funktionf: D — R™, D C R™, heit gleichm al3ig stetig auf
D, falls gilt:

Ve>0:35>0:Vx,y € Difx—y|[[ <6 = [[f(x)—fly)[[<e O

Satz: Jede stetige Funktion auf einem Kompaktum ist gleichmallig stetig. D.h.:

Sei f : D — R™ eine stetige Funktion auf einer kompakten Menge D C R™.
Dann ist f gleichmaRig stetig auf D. []

Bemerkung: Falls f : D — R™ gleichm&Rig stetig auf D, so ist f stetig auf D.
Beispiele:

o f(x) = 1/x ist stetig auf (0, co), aber nicht gleichmaRig stetig auf (0, co).

o f(x) = exp(x) ist stetig auf R, aber nicht gleichméaRig stetig auf R.

e f(x) = sin(x) ist stetig auf R und sogar gleichmaRig stetig auf R.

148



Stetigkeit vs Gleichm afdige Stetigkeit.
Beispiel: Betrachte die Funktion f(x) = 1/x auf dem Intervall D = (0, 1].

e fistin jedem Punktp € (0, 1] stetig.
2

Denn: Seip € (0, 1] und ¢ > O gegeben. Setze & = min (%, %) :

Dann gilt fur alle x € D mit |x — p| < 6 (und somit x > p/2),
1 1

X P

X—p
Xp

f(x) —f(p)l = 2x —pl - 25

|S p? p? ~

e f ist nicht gleichmaRig stetig auf D.
Denn: man kann (zu gegebenem ¢) 6 nicht unabhangig von p wahlen.

Ware f gleichméRig stetig auf D = (0, 1], so gabe es zu € = 1 ein 6 > 0 mit
f(x) —f(y)| <1 fir alle x,y € (0, 1] mit |x — y| < 9.

Es gibt aber ein . € N mit

1T/n—1/2n)|=1/2n) <& wund |f(1/n)—1f(1/2n))|=n > 1.
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