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5 Stetigkeit und Differenzierbarkeit

5.1 Stetigkeit und Grenzwerte von Funktionen

f(x,)

1
X0

\

Graph einer stetigen Funktion.
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Haufungspunkt und Abschluss.

Im Folgenden betrachten wir fiir normierte Vektorraume V und W Funktionen f : D — W

mit Definitionsbereich D C V.
Definition:

e Ein Punkt xg € V heit Haufungspunkt  von D, falls eine Folge (X, )nen existiert
mit

VneN : xn, €D, xp #x0, Ilm X, =Xo;
n—oo

e D’ bezeichnetdie Menge aller H aufungspunkte  von D;
e D = D U D’ bezeichnet den topologischen Abschluss von D;

e Die Menge D heiRt abgeschlossen |, falls D’ C D, also D = D gilt. O
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Definition:
e Zuxp € Vund ¢ > 0 bezeichnet
Ke(xo) :={x € V| ||x —x0]| < ¢}
die (offene) Kugel um X mit Radius €. Die Menge
Ke(xo) ={x € V[ lx — ol < &)
heiRt abgeschlossene Kugel um Xo mit Radius €.
e D C VnheiRtbeschr ankt ,fallsese > Qundxg € VgibtmitD C K (xo);

e xo € D heiRtinnerer Punkt  von D, falls es ¢ > 0 gibt mit K, (xo) C D;

e DO bezeichnet die Menge aller inneren Punkte von D,
kurz: das Innere von D;

e D heiRt offen |, falls D® = D. ]
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Beispiele.

e Das offene Einheitsintervall D = (0, 1) ist offen und beschrank.
Esqilt {0, 1} ¢ D, aber {0, 1} € D’. Somit D = [0, 1].

e Das Einheitsintervall D = [0, 1] ist abgeschlossen und beschrank.
e Die Menge D = [0, c0) C R ist abgeschlossen, aber nicht beschrankt.
e FirD = (—o0,0) U{1}U (2, 0c0) gilt
D' = (—o00,0lU[2,00)
D = (—o0,00U{1}U[2,00)
D° = (—o0,0)U (2,00)
e Firxg € Vistdie Menge D = K, (xg) C V offen, und es gilt D’ = K, (xo).

e Innere Punkte xo € DO sind stets Haufungspunkte von D, denn es gilt
£ z
n+ 1]z

X0 + — X0 (N — o0) fir z € V \ {0}.
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Definition: Gegeben sei eine Funktion f : D — W, D C V,undeinxg € D’.

e f(x) konvergiert fur x — X0 gegen den Grenzwert Yo, falls fir jede Folge
im xn =%X0 = lim f(xn) =1Yo
n—oo n—oo

Man verwendet in diesem Fall die Notation

lim f(x) =yo.
X—Xo
e Im Fall D = R lassen sich einseitige Grenzwerte wie folgt definieren.

im f(x) =yo <= V(Xn)nen :Xn € D, xn < Xo:

X—)XO

im xn =%X0 = lim f(xn) =1Yo

n—oo n—,oo

im f(x)=yYo <= V(Xn)nen:xn € D, xn > X0 :

x—>ng

im X, =% = Im f(xn)=yo. O

n—oo n—,oo

132
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Beispiel. Betrachte die Sprungfunktion f : R — R, definiert durch

0 furx < O oderx = 1;
f(x) =
] sonst.
Fir x — O existiert der Grenzwert von f nicht!

Weiterhin gilt

lim f(x) =1 # f(1). ot |
x—1 Graph von f(x).

Beispiel. Fir die Funktion f : R \ {0} — R, definiert durch f(x) = sin(1/x), existiert

weder der Grenzwert limy_,o+ f(x) noch limyx_,0— f(x).

Beispiel. Fiir die Funktion f(x) = 1/x existieren die beiden einseitigen uneigentlichen

Grenzwerte

Im — =400 und lim
x—0+ X x—0— X
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Grenzwerts atze fur Funktionen.

Bemerkung: Grenzwertsatze flur Folgen Ubertragen sich auf Funktionen:

e Fir den Grenzwert einer Summe von Funktionen gilt

im (f(x) 4+ g(x)) = lim f(x)+ lim g(x)

X—X0 X—Xo X—Xo

e FUr den Grenzwert eines Produkts einer Funktion mit einem Skalar gilt

im (A-f(x))=A- Ilim f(x)

X—X0 X—X0

e Fir Produkte von reellwertigen (komplexwertigen) Funktionen gilt

im (£(x) - glx)) = (gn O f(x)) - (gm O g(x))

e Fur vektorwertige Funktionen f : R — R™ (oder C™) gilt

im (£1(x)y -, (X)) = (gn f1(x),..., lim fn(x)) =
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