4.3 Konvergenzkriterien flr Reihen

4.3 Konvergenzkriterien flir Reihen

Definition: Sei (an )nen,, An € R (oder a,, € C), eine reelle (komplexe) Folge. Dann
heilt die Folge (S )nen,, definiert durch

n
Sn = E Ay, furm € Np,
k=0

eine Rei he in R (bzw. in C). Die Folgeglieder s, der Reihe (s, ) werden als
Par t 1 al sunmen bezeichnet. Falls die Folge (s, ) der Partialsummen konvergiert,

d.h. die Reihe konvergiert, mit einem Grenzwert s, d.h. s, — s (N — 00), so schreibt man

o0 n
s = Z Ak ;= lim ax
n—oo
fir den G- enzwer t der Reihe (Sn)neny,- ]
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4.3 Konvergenzkriterien flr Reihen

Einige Konvergenzkriterien fur Reihen.

Satz (Unmittelbare Konvergenzkriterien flr Reihen):

(a) Es gilt das Cauchysche Konvergenzkriterium

m
2_ o

k=n

(©.@)
Zakkonvergent & Ve>0 dN :m;n > N:
k=0

< &

(b) Es gilt die notwendige Bedingung

©.@)
E ay konvergent — im ax =0
o k— o0

Beweis:
e Teil (a) folgt unmittelbar aus dem Cauchy-Kriterium fr Folgen.

e Teil (b) folgt aus Teil (a) fir den Spezialfall m = n.
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4.3 Konvergenzkriterien flr Reihen

Satz (Weitere unmittelbare Konvergenzkriterien flir Reihen):

(c) Seien > ax, )_ by konvergente Reihen. Dann konvergieren die Reinen > (ay + by)
und > (Aay), und es gilt

D (a+b) = ) a+)) b
k=0 k=0 k=0

D (Ra) = A) ax

k=0 k=0

(d) Esgiltdas Lei bni zsches Konver genzkriteri umEine
al t erni erende Rei he derForm Y (—1)*ay, ax > 0, deren (nicht-negativen)

Folgeglieder ajy eine monoton fallende Nullfolge bilden, konvergiert, und es gilt

2n—1 o0 2n
Z (—D*a, < Z(—Ukak < Z(—Ukak
k=0 k=0 k=0
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4.3 Konvergenzkriterien flr Reihen

Beweis: Teil (c) folgt direkt aus der Linearitat der Grenzwertbildung fur Folgen.

Zu Teil (d): Fur die Reihen

2n—1 2n
Up = Z (=1 *ax und v, = Z(—])kak
k=0 k=0
gilt

Unt1 = Up + (a2n_a2n—|—1) > Un

Vn4+1 = Vn — (a2n+1 — a2n+2) < Vn
Vn = Up +dn = Upn

Vn—Un, = apn — 0 (m— oo).

Somit bilden die Folgen (u, ), (Vn ) eine Intervallschachtelung, konvergieren gegen einen
gemeinsamen Grenzwert, und es gilt

00
Un S (_1)kak S Vn. |
k=0
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4.3 Konvergenzkriterien flr Reihen

Die geometrische Reihe.

Beispiel: Furx,y € C gilt

m

xm _ym — (x _y) me—jyj—1 .

j=1
Insbesonderemitm =n+ 1,x = Tundy = g € C gilt

n 1_qn+1

_ k __
Sn_Zq o ]_q
k=0

fur die Partialsummen der geonet ri schen Rei he Y g*. Daraus folgt, dass

e die geometrische Reihe fiir |q| < 1 konvergiert mit Grenzwert
o0
e ]
k=0
e die geometrische Reihe fiir |q| > 1 divergiert.
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4.3 Konvergenzkriterien flr Reihen

Die harmonische Reihe.

Beispiel: Die har noni sche Rel he

= 1 11
Y c=l+s+z+5+...

und somit ist das Cauchy-Kriterium

m
Z(lk < &€

k=n

©.@)
Zakkonvergent & Ve>0dIN:myn>N:
k=0

fur € < 1 verletzt.
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4.3 Konvergenzkriterien flr Reihen

Die alternierende harmonische Reihe.

Beispiel: Die al t er ni er ende har noni sche Rel he

00 1 11
> | s Bl Bl Sl s
k=0

konvergiert nach dem Leibnizschen Konvergenzkriterium, und es gilt
(©.@)
]
D (—1*——— =n(2) =0.69314 ...
s k+1

fur den Grenzwert der alternierenden harmonischen Reihe.
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4.3 Konvergenzkriterien flr Reihen

Absolute Konvergenz von Reihen.
Definition: Eine Reihe ) ay heiRtabsol ut konver gent, falls die Reihe
00
Z |ax
k=0
konvergiert.

Beispiel: Die alternierende harmonische Reihe

= 1 T 1 1
N =T - — - .
2 (N 273737
k=0
ist konvergent, aber nicht absolut konvergent, denn es gilt a, = (—1 kqu und

= 1 1 = 1

D =T+ 4 F...= ) —
e AT A A AR
k=0 k=1

ist die harmonische Reihe, die nicht konvergiert.
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4.3 Konvergenzkriterien flr Reihen

Kriterien flr absolute Konvergenz von Reihen.

Satz: Sei Zk (x eine Reihe. Dann gelten die folgenden Konvergenzkriterien.

o0 n
(a) Z ay absolut konvergent <& <Zak> beschrankt;

(b) Maj orant enkriterium

o0 0
lax| < bx A Z by konvergent — Z ay absolut konvergent;
k=0 k=0

(c) QuotientenkriteriumsSeiax # 0 (Vk > ko).

<q<1 (Vk>ko) — Z ay absolut konvergent;
k=0

Ax+1
Ak

(d) Wir zel kriterium

Viak < qg<1 (Vk > ko) — Z ay absolut konvergent.
k=0
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4.3 Konvergenzkriterien flr Reihen

Beweis: (a): Die Folge (ZE:O |ak|)n>0 ist monoton wachsend und daher genau dann

konvergent, wenn sie beschrankt ist.

(b): Mit [ax| < by gilt by > O fiir alle k. Somit ist die Reihe Y_\~_, by sogar absolut
konvergent. Nach Teil (a) ist die Folge (ZE:O bk)nZO beschrankt. Mit

mn n o0
Z\ak| < Zbkﬁ Zbk<oo
k=0 k=0 k=0

folgt, dass (ZE:O |ak|) beschrankt und somit nach (a) absolut konvergent ist.

(c): Aus az—;“ < q (Vk > ko) folgt |ax| < g*7*°|ay, | per Induktion. Somit:
0—1 n— ko 0—1 .]
j
Z|ak| < Z |ar| + [ak, | Z q’ < ];) |Clk|+|<lko|] e < 00

fur alle . Nach Teil (a) ist Zio:o (. absolut konvergent.
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4.3 Konvergenzkriterien flr Reihen

(d): Aus ¥/|ay| < q (k > ko) folgt direkt |a;| < q* fur alle k > kq. Somit:

ko—1

n k n
q 0
kEO lay| < kEO lax| + T q <oo = kEO ai absolut konvergent.

Bemerkung:

e Das Quotienten- bzw. das Wurzelkriterium ist erfullt, falls gilt

. Ak+41 .
lim <1 bzw. Im </|ax| <1
k—oo Ay k—o0

e Die Reihe Z]io:o (y ist dagegen divergent, falls gilt

. Ak+1 .
lim >1 bzw.  Iim /]ax| > 1.
k—oo Ay k—o0
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4.3 Konvergenzkriterien flr Reihen

Beispiel. wir untersuchen die Konvergenz der Reihe

Y e

k=1
Es gilt
] ] k+1—k ]
kK k+1  k(k+1) k(k+1)
und daher
LI U U U B BT B
k:1k(k—|—1) 2 2 3 n n—+1 n+ 1

Daraus folgt

00 " | ]
Zkk“ HOOZ k+1 n'l“oo(‘_n—“)zk

k:] :

Die Reihe ist somit (absolut) konvergent.
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4.3 Konvergenzkriterien flr Reihen

Beispiel. wir untersuchen die Konvergenz der Reihe

Z% (reN,r>2)
k=1

Nach dem letzten Beispiel gilt

= LS. 1
> S X a1t

k=1 k=1 k=2

i 1
] 1 2
< +]§2k(k—1) +kZ Kk 1)

fur alle n € N. Damit ist die Reihe (absolut) konvergent.

Einige Grenzwerte (ohne Beweis):

S SR R
k2 6’ k* 90’ ké  945°
k=1 k=1 k=1
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4.3 Konvergenzkriterien flr Reihen

Beispiel. wir untersuchen die Konvergenz der Exponent i al r ei he

ii— furz € C.

Anwendung des Quotientenkriteriums ergibt

Skt
(k+1)! yARELE 'Y |
_ _ K
2K Fhk+D| k<1 0 (k= oo)
k!

Damit konvergiert die Reihe fir alle z € C (absolut).

Wir setzen

exp(z) = Z ] furz € C.
k=0
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4.3 Konvergenzkriterien flr Reihen

Der Umordnungssatz flr Reihen.
Sei 0 : Ny — Np eine beliebige Bijektion (Permutation) auf N.

Ziel: Vergleiche die beiden Reihen

Z ax und Z Ao, (o = o(k))
k=0 k=0

Satz: Sei Z]i.o:o ay eine absolut konvergente Reihe, und sei 0 : Ny — Ny eine beliebige
Permutation auf Ng. Dann ist die umgeordnete Reihe Z]i.o:o a., ebenfalls absolut

konvergent, und die Grenzwerte der beiden Reihen stimmen Uberein, d.h. es gilt

©. @) ©. @)
E ak — § agk .
k=0 k=0
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4.3 Konvergenzkriterien flr Reihen

Beweis: Furm € Ny gilt

m N o0
Y lag ) <) lal <) lal,
k=0 k=0 k=0

wobei N € Ny so groR gewanhlt sei, dass {0, 01, ...,0m} C {0, 1,..., N}

Somit ist die Reihe Zio:o (s, absolut konvergent und es gilt

(©.@) (©.@)
S':=) lag)< ) laxl=S.
k=0 k=0

Nun ist die Reihe Z]io:o ( eine Umordnung der (absolut konvergenten) Reihe
Y b0 oy, und somit gilt ebenso S < S’. Insgesamt bekommt man S = S'.

Wendet man dies auf die absolut konvergente Reihe >_ 1. ,(lax| + ax) an, so bekommt

®.@) ®.@)
S+Zak:S’+ZaGk
k=0 k=0

woraus die Behauptung > . 5 ax = > . , g, folgt.

man
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4.3 Konvergenzkriterien flr Reihen

Multiplikation von Reihen.

Frage: Wie funktioniert das “Ausmultiplizieren” von Reihen?

£)(Er)-

Produkt von endlichen Summen.  Fur endliche Summen gilt

(@o+...+am)-(bo+...4+bn) =) ax (be> = > axbe.
k=0 =0

k=0 £=0

Frage: Gilt
<Z Clk) (Z bg) ; Z Clkb(g.
k=0 =0 k,0=0

Beachte:
Jedes Indexpaar (k, {) € Ny x Ny auf der rechten Seite tritt genau einmal auf.
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4.3 Konvergenzkriterien flr Reihen

Satz: Die Reihen )_,~ s agund )_>°_, by, seien absolut konvergent. Weiterhin sei
0:Ny — Ng x Ng, k— (o7(k),02(k)) fir k € Ny, eine bijektive Abbildung. Dann ist
die Reihe Z]i.o:o Ao, (k)baz (k) absolut konvergent und es gilt

D %o (bos (i) = (Z a2> (Z bm) :
k=0 (=0 m=0

Beweis: Furmn € Ny und fir hinreichend groRes N € N gilt

anoam o2 (k)] < Z Z ag| [bam| < <Zafl> (nio bm|> < 0.

{=0 m=0

Somit ist die Reihe ZEO:O Ay, (k)bGZ (k) absolut konvergent, und ihr Grenzwert ist nach

dem Umordnungssatz unabhangig von der Permutation 0 = (071, 02).
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4.3 Konvergenzkriterien flr Reihen

Zur Berechnung des Grenzwertes wahlt man eine spezielle Reihenfolge

sk)|0 1 2 3
0 |0 3 8 15
1 (1 2 7 14
2 |4 5 6 13
3 19 10 11 12

FirN = (n+1)%2 — 1, mitn € Ny, bekommt man

Z o (k

und somit

N
i bs,
Nlnoo kZO aG] (i)

= (ap +aj +.

lim
n—oo

(%) (2
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4.3 Konvergenzkriterien flr Reihen

Das Cauchy-Produkt von Reihen.

Weiterer Spezialfall: Nummerierung entlang der Diagonalen

ok)|0O 1 2 3
o [0 2 5 9
1 1 4 8 13
2 |3 7 12 18
3 |6 11 17 24

Man erhalt damit das Cauchy- Pr odukt der (absolut konvergenten) Reihen:

(Ze)(Z) = Z(Zew)

= apbg + (apby + a1bg) + (apb2 + ajby + azbg) +...
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4.3 Konvergenzkriterien flr Reihen

Anwendung des Cauchy-Produkts.

Fir die Exponent i al funkti on
k

explz) = )

k=0
gilt die Funkt i onal gl el chung

(z € C)

exp(z + w) = exp(z) exp(w)

Begriindung: Die obige Reihe exp(z), z € C, ist absolut konvergent. Damit folgt

exp(z) exp(w)
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