3 KONVERGENZ VON FOLGEN UND REIHEN

3 Konvergenz von Folgen und Reihen

3.1 Normierte Vektorr aume
Definition: Sei V ein normierter Vektorraum tber R. Eine Abbildung || - || : V — [0, c0)
heiRt Norm auf V, falls die folgenden Eigenschaften erfillt sind.

(N1) [|[v]| = 0 & v = 0 (Definitheit );

(N2) ||A-v|| = Al ||v| furale A € R,v € V (Homogenit at);

(N3) |[v+w| < [[v|| + ||w]|| fur alle v,w € V (Dreiecksungleichung ).

V zusammen mit || - || heiRt dann normierter Vektorraum
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Beispiele fur Normierte Vektorr aume.
e R mit der Betragsfunktion | - | ist ein normierter Vektorraum.

e Firn > 1istder R™, zusammen mit der p-Norm , p € N,
1/p
n

”XHP — Z |Xj|]D ) fur x = (x4 y .o °)Xn)T S Rn)
j=1

ein normierter Vektorraum.

Spezialfall: Fur p = 2 bekommt man die Euklidische Norm

Zx.z furx = (X7,...,xn)" € R™.

\&

Weiterhin (p = c0): Die Maximumnorm

Ixl[2 =

[1X||c0 = 1?ja<xn x| furx = (X1,...,%n)" € R™,

74
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Weitere Beispiele fur Normierte Vektorr aume.
Sei V = Cla, b] der Vektorraum aller stetigen Funktionen auf [a, b] C R.

e Dann ist die p-Norm

b 1/p
]l = <J [£(x)[P dX> ,  furf e Cla,b],

a
fur p € N eine Norm auf V.

e Wichtiger Spezialfall: Furp = 2 ist die Euklidische Norm

b
Ifll2 = \/J f(x)|?dx,  furf € Cla,b],

eine Norm auf V.

e Weiterhin (p = oo): Die Maximumnorm ist gegeben durch

|f]loc = max [f(x)], fir f € Cla, b].
a<x<b
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3.2 Folgen

Definition: Sei V normierter Vektorraum mit Norm || - ||. Eine Folge ist eine Abbildung
N —=V,n— an, kurz (an)nen oder (an)n>1. ]

Beispiele flr Folgen.

e Reelle Folgen (Folgen reeller Zahlen), d.h. V = R, z.B. ist

a, = —, furm € N,

1

n
eine reelle Folge.

e Komplexe Folgen (Folgen komplexer Zahlen), d.h. V = C, z.B. ist

an =1, furm € N,

eine komplexe Folge.
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Weitere Beispiele flr Folgen.

e Vektorenfolgen (Folgen von Vektoren), V = R™ oder V = C™, z.B. ist
T
1 ] 3 )
an = | —-,n,— | €R7 furm € N,
n n
eine Folge reeller Vektoren.

e Funktionenfolgen (Folge von Funktionen), etwa V = Cla, b], z.B. ist fur [a, b] = [0, 1]
die Folge
f(x) =x™, firx € [0, 1] undn € N,

eine Funktionenfolge.
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Rechenoperationen mit Folgen.

Die Menge aller Folgen in V bildet einen Vektorraum, VN fur den die Addition und skalare

Multiplikation wie folgt definiert sind.

(an)nEN + (bn)nEN = (an + bn)nEN

}\(an)nEN = (}\an)nEN

Rekursion und lteration.

Folgen lassen sich rekursiv. beschreiben durch

ani1 = O(n,an), firmn € N,
wobel
O:NxV -V
eine bestimmte Iterationsvorschrift bezeichnet.
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Das Bisektionsverfahren (Intervallhalbierung).

e Ziel: Bestimme eine Nullstelle einer stetigen Funktion f : [a, b] — R.
e Voraussetzung: f(a) - f(b) < 0.

e Iteration: Definiere zwei Folgen (U Jnen, Und (Vi Jnen, rekursiv mit den Startwerten

(wo,vo) = (a, b) und der folgenden Iterationsvorschrift.
FORn =1,2,...
X = (Un_1+Vn_1)/2
IF f(x) =0 THENRETURN
IF (f(x) - f(vn_1) < 0) THEN
Un =X, Vn i=Vn_1;
ELSE

Un ‘= Un—1; Vn =X,
OUTPUT: x mit f(x) = 0, Nullstelle von f in [a, b].
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Beispiel. f:[1,2] = Rmitf(x) =x* -2, a=1undb = 2.
Beachte: f(v/2) =0, d.h. /2 = 1.4142 13562 . . . ist Nullstelle von f.

Un

Vn

w NN = o |3

1.0000 00000
1.0000 00000
1.2500 00000
1.3750 00000

2.0000 00000
1.5000 00000
1.5000 00000
1.5000 00000

10
20
30

1.4140 62500
1.4142 13181
1.4142 13562

1.4150 39063
1.4142 14134
1.4142 13562

Y

Beobachtung: Das Bisektionsverfahren konvergiert relativ langsam!
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Das Newton-Verfahren.

e Ziel: Bestimme eine Nullstelle einer differenzierbaren Funktion f : [a, b] — R.

e Verwende Newton-lteration

Xn+1 = Xn —

mit Startwert Xg.
Bemerkung: Verfahren konvergiert, falls xo nahe bei einer Nullstelle von T liegt.

Beispiel: Fir f(x) = x% — 2 und xo = 1 erhalt man

o ol vl A s e
N

1.0000 | 1.5000 | 1.4166 66667 | 1.4142 15686 | 1.4142 13562 | -

Erinnerung: f(v/2) = 0, d.h. /2 = 1.4142 13562 . . . ist Nullstelle von f.
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Konvergenz von Folgen.

Definition: Sei (an )nen eine Folge in einem normierten Vektorraum V.
Dann heifl3t

e (an,Jjen furn; € Nmit1 <ng; <ny <...eine Teilfolge von (an Jnen.
e die Folge (an )nen beschr ankt | falls es ein C > 0 gibt mit
VneN :|a,| <C.
e die Folge (an )nen konvergent  mit Grenzwert (Limes ) a € V, falls
Ve>0:dN=N((e) e N:Vn>N:|a, —a| <e.

Eine nicht-konvergente Folge heiRt divergent

e die Folge (an )nen Cauchy-Folge | falls

Ve>0:IN=N(e) e N:¥Vn,m > N:|an — am| < e.
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Satz: Sei (an )nen eine Folge in einem normierten Vektorraum. Dann gilt:
(a) (a, ) konvergent —> (a,,) beschrankt;
(b) (a.) konvergent —> (a, ) Cauchy-Folge;

(c) Falls (a,, ) konvergiert, so ist der Grenzwert von (a,, ) eindeutig bestimmt.

Beweis von (a): Sei (a,, ) konvergent mit Grenzwert a. Dann gilt fir vorgegebenes ¢ > 0
die Abschatzung

lan|| =|lan —a+al| < |lan —al| + [|a]| < e+ ||a]| firallen > N(¢).
Damit ist die Folge (a,, ) beschrankt mit der Konstanten

C =max{[|ai ], [[azlly..., lan—1]], [la]l + €}
Also

VneN:|a,|| <C.
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Beweis von (b): Sei (a, ) konvergent mit Grenzwert a. Dann gilt fur vorgegebenes € > 0

die Abschatzung
lan —am| = [lan—a+a—an|
E E

< — —all< =+ ==
< llan—af+llam—af<5+5=¢

firallen, m > N = N(¢&/2) ]
Beweis von (c): Sei (a,, ) konvergent mit verschiedenen Grenzwerten a und a. Dann
gelten fur ¢ > O die Abschatzungen

|lan —al| < e furallen > N(e)

lan — @l < e firallen > N(e)
Somit folgt fiir n > max{N, N} die Ungleichung
la—a|| =]la—an+an —a| < |lan — a|| + |Jan — @] < 2e.

Da dies fir jedes ¢ > 0 gilt, folgt a = @ im Widerspruch zur Annahme a # a. N
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Notationen.

Fir eine konvergente Folge (a,, ) mit Grenzwert a schreiben wir

im a, =a oder a, —a (n— oo).
n—oo

Uneigentliche Konvergenz ...

... bzw. Divergenz gegen den uneigentlichen Grenzwert 1 00.

Fur reelle Folgen definieren wir zusatzlich

im a, =00 <— VC>0:dANeN:¥Yn>N:a,>C

n—oo

im ap, =—o0 <= VC>0:dNeN:Yn>N:aq, < —-C

n—oo
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Bemerkungen.

Die Umkehrung der Aussage im Satz, Teil (b),
(a,,) Cauchyfolge — (a,. ) konvergent

gilt nur in gewissen normierten Raumen, namlich in

vollst andigen R aumen bzw. Banachr aumen.

Einen vollstandigen Euklidischen Vektorraum nennt man

Hilbertraum.
Beispiele:
e fir volistandige Raume: (R, | - |), (C, |- ]), (R™, || - ||), (Cla, bl, || - |lco);
e fir einen nicht vollstandigen Raum: (Cla, b], || - ||2).
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Satz: Seien (a, ) und (b, ) zwei konvergente Folgen. Dann konvergieren die beiden Folgen
(an, + b)) und (Aay) fur A € R (bzw. A € C), wobei gilt

(@) liMn—oo(@n +bn) = limp 00 an + limy o0 by,
(b) liMn 00 (AQn) = Alimy 00 Qn.

Beweis: Sei d = limp 00 0n Und b = limy o0 by, d.h. a sei Grenzwert von (a,, ) und

b sei Grenzwert von (b, ).
(@): Furm > max{Nq(e/2),N2(e/2)} gilt

E E
(an +bn) = (a+b)| < an —af + [on —b]j < £+ 5 =

(b): Sei A # 0. Dann gilt fir n > Ny (e/|A|) die Abschatzung

”}\an - 7\(1H - |}\| Han T (1|| < |}\| |}\|

Der Fall A = Q ist trivial. |
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Konvergenzgeschwindigkeit.

Definition: Sei (a, ) eine konvergente Folge mit Grenzwert a.

(a) Die Folge (a,, ) heiRt (mindestens) linear konvergent , falls eine Konstante
0 < C < 1undeinIndex N € N existiert mit

vn 2> N:lanyr —af < Cllan — af

(b) Die Folge (a,, ) heiRt (mindestens) superlinear konvergent , falls es eine

nicht-negative Nullfolge C,, > O gibt mit lim, 00 Cr = 0, so dass
vVn:flans —af| < Crflan —af

(c) Die Folge (an ) heiRt konvergent der Ordnung (mindestens)p > 1, falls es eine
nicht-negative Konstante C > O gibt mit

Vn:|lan+1 —al| < Cllan — al|P.
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