Kapitel 1. Aussagen, Mengen, Funktionen

1.3 Funktionen

Definition: Seien M und N Mengen. Unter einer Funktion  (oder Abbildung ) von
M in N verstehen wir eine Vorschrift, die jedem Element x € M genau ein Elementy € N

zuordnet.

Notationen und Bezeichnungen.

o f: M — N,y = f(x) bzw. x — f(x) fiir alle x € M. Somit gilt:
f:M— N = VxeM : Fjye N y="~f(x).

e M heit Definitionsbereich (oder Urbildbereich ) von T;
e N heilt Zielmenge (oder Bildbereich ) von f;

e Die Menge
graph(f) = {(x,f(x))[x € M} C M x N
heilt Graph der Funktion f.
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Kapitel 1. Aussagen, Mengen, Funktionen

Beispiel.
e Funktion f : [0, 1] — [0, 1], definiert durch f(x) = x?
e M = [0, 1] Definitionsbereich;

e N = [0, 1] Zielmenge.
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Graph von f(x) = x2.
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Weitere Notationen und Bezeichnungen.

Seif: M — N eine Funktion.

e Zu A C M heilRt die Menge
f(A) ={f(a)]ae A} C N

das Bild von A unter der Funktion f.

e Zu B C N heilRt die Menge
f~1(B) ={a e M|f(a) e B}c M

das Urbild  von B unter der Funktion f.
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Surjektive, injektive und bijektive Funktionen.

Definition . Sei f : M — N eine Funktion.

Dann heit f surjektiv  , falls die Gleichung f(x) = y fir jedes y € N mindestens eine
Losung X € M besitzt, d.h.

Vye N dxe M :y="Ff(x).

Weiterhin heil3t f injektiv ~ , falls die Gleichung f(x) =y fury € N hochstens eine
Losung X € M besitzt, d.h.

Vx1,x2 € M:f(x1) =f(x2) = x7 =x2.

SchlieRlich heiRt f bijektiv , falls f injektiv und surjektiv ist. []

30
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Beispiele.

f:R — [0,00), f(x) = x? f:R >R, f(x) =x>

surjektiv, nicht injektiv. bijektiv.

-1

f:R — [0,00), f(x) = exp(x) f:R — [0,00), f(x) = exp(—x?)

Injektiv, nicht surjektiv. weder injektiv noch surjektiv.
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Bemerkungen.

e Eine injektive Funktion f : Ml — N I&sst sich invertieren, denn zu jedemy € f(M)
existiert genau ein x € M mity = f(x).

e Fir eine injektive Funktion f : Ml — N wird deren Umkehrfunktion
f=1: f(M) — M definiert durch

f1(y)=x fury € f(M), wobei f(x) =y.
e Falls f: M — N bijektiv ist, so gilt f(M) = N und f~'(N) = M, d.h.
f £
M—N und N — M.

Beispiel.

o f:[0,1] — [0, 1], definiert durch f(x) = x?.

o f1:00,1] = [0, mitf~T(x) = VX.

e Dann: 1 (f(x)) = f1(x%) = Vx2 = x firalle x € [0, 1].

e Ebenso: f(f~'(x)) = f(v/x) = (vx)? = xfirallex € [0, 1].
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Bemerkung und Beispiel.

Sei f : Ml — N eine reellwertige injektive Funktion einer reellen Variablen,
d.h. M, N C R. Dann erhalt man den Graphen der Umkehrfunktion f~! aus dem Graphen

von f durch Spiegelung an der Diagonalen X = y.
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Konstruktion der Umkehrfunktion.
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Komposition von Funktionen.

Definition: Seien f : M — N und g : N — P Funktionen. Dann ist die Komposition

g o T von T und g eine Funktion, definiert durch

gof:M—P (gof)(x)=g(f(x)), firxe M.
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Eigenschaften von Kompositionen.

e Assoziativit at . Fur Funktionenf : M — N;g: N — P,h: P — Q gilt
ho(gof)=(hog)of
e Kompositionen sind im Allgemeinen nicht kommutativ, d.h.
gof#fogqg.

Gegenbeispiel: Seien f, g : R — R Funktionen, definiert durch

f(x) = x%+42x,
gx) = x+1.
Dann folgt
(gof)(x) = gx*+2x) =x24+2x+1=(x+1)?,
(fog)(x) = flx+1)=x+1)*+2(x+1)=x*+4x+3,

und somitgilt go f # fo g.
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Die symmetrische Gruppe.

Definition: Sei M eine nichtleere Menge. Dann heif3t die Menge
S(IM) ={f: M — M| f bijektiv }

die symmetrische Gruppe  von M. Die symmetrische Gruppe S(M ) enthélt die
ldentit  at idy : M — M, definiert durch idpg (x) = x fir alle x € M. ]

Die symmetrische Gruppe S(M ) von M erfiillt die Gruppenaxiome
(G1) Es qilt das Assoziativgesetz

ho(gof)=(hog)of fir alle f, g, h € S(M).

(G2) Die Identitat idp, ist das neutrale Elementin S(M), d.h. es gilt

foidp =idpmof="T furalle f € S(M).

(G3) Jede Funktion f € S(M) besitzt ein Inverses f~! € S(M) mit

fof '=fTof=idy furalle f € S(M).
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Elementare reelle Funktionen.

e Affin-lineare Funktionen

f(x) = a1x+ap firag,a; € R.
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Die affin-lineare Funktion f(x) = 2x + 1.
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e Polynome :

f(x) = apx™ + an_1Xx" T+ 4+ a;x+ ao fur agy...,an € Rmita, # 0.
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Das kubische Polynom
f(x) = 0.5x3 — 2.7x* — 7.1x + 1.5.
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e Die Exponentialfunktion - f(x) = a* fur Basis a > 0.

Spezialfall: Basis e, wobei die Eulersche Zahl e definiert ist durch

e = Z l = 2.7182818284590452353. ..
— n!

Die Exponentialfunktion f(x) = exp(x) = e*.

Es qilt die Funktionalgleichung

X+y __ 4X

a -aY  furallex,y € R.
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e Der Logarithmus , Umkehrfunktion der (injektiven) Exponentialfunktion,

f(x) =logy(x) : (0,00) — R fiir Basis a > 0.

Spezialfall: Basis e, log(x) = log. (x), der nat Urliche Logarithmus

/

Der natiirliche Logarithmus ~ f(x) = log(x).
Es qilt die Funktionalgleichung

log, (x - y) =log,(x) + log, (y) fur alle x,y > 0.

40
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Trigonometrische Funktionen.

sin : [0,27) — [—1,1] (Sinus )

cos : [0,2m) — [—1,1] (Cosinus )
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Der Einheitskreis. . [0,2m) — [—1,1];
{(x,y) € R? | x? —|—yz <1} cos : [0,27) — [—1,1].
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Eigenschaften trigonometrischer Funktionen.

e Fiiralle @ € [0, 271) gilt

sin?(@) + cos? (@) = 1.
e Symmetrie :
sin(—p) = —sin() fur alle @ € [0, 27)
cos(—@) =  cos(p) fir alle @ € [0, 27)
e Periodizit at :
sin(p) = sin(¢@ + 2m)
cos(qp) = cos(p + 2m)

somit sind Sinus und Cosinus auf ganz R definiert,

sin: R — [—1,1] und cos:R — [—1,1].
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Weitere Eigenschaften trigonometrischer Funktionen.

e \Wertetafel:

¢© n/6 | n/4 | /3 | /2
sin 1/2 | V2/2 [ V3/2] 1
COS V3/2 | V2/2| 1/2 0

e Additionstheoreme :Fur alle o, 3 € R gilt

cos(c+ 3) = cosacos 3 — sinosinf3

sin(c+ P) = sinxcos 3 + cosasin B
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2 Zahlenbereiche

2.1 Naturliche Zahlen
Die Menge
N={1,2,3,...}

der nat Urlichen Zahlen wird formal durch die Peano-Axiome definiert:
(A1) 1 € N;
A2) neN=—n+1 €& Nfirallen € N;
A n#Fm=—n+1#m+1firalen,me N;
AM)neN=mn+1=£1furallen € N;

(A5) Fir A C Ngiltdas Vollst andigkeitsaxiom

lTeAA(NL:MmMeA=(n+1) € Al — A =N.

Bemerkung: Die Nachfolgeabbildung n — n + 1 ist injektiv.
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Beweisprinzip der vollst andigen Induktion.

Dabei ist die Giiltigkeit einer Aussage A (n) fiir alle n € N zu beweisen,

d.h. es ist zu zeigen

vn e N:A(n),

wobei A (n) eine Aussageform ist, die von n € N abhangt.

Beweisschritte der vollst andigen Induktion.

(11) Induktionsanfang: mn = 1
Zeige A(1);

(I2) Induktionsannahme:
Es gelte A(n);

(13) Induktionsschluss: m — n + 1
Zeige die Implikation A(n) =— A(n+ 1).

Falls Schritte (11)-(13) durchfiihrbar, so gilt die Aussage A (n) fir alle n € N.
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Beispiel 1.

Bestimme die Anzahl t,, der Teilmengen einer n-elementigen Menge

An:{ah-")an}-

Vorgehen: Betrachte zunachstkleinen € N,zB.n = 1,2, 3.

e n = 1: Die Menge A7 = {a; } besitzt nur die Teilmengen 0, {ay }.
Somitt; = 2.

e . = 2: Die Menge A, = {a, a,} besitzt die vier Teilmengen

0,{a1},{az2},{a1, az},

und somit gilt t, = 4.

e . = 3: Die Menge A3z = {ai, az, az} besitzt t3 = 8 Teilmengen.

Vermutung: Esgiltt, = 2™ furallen € N.
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Satz: Eine n-elementige Menge A,, = {aj,..., a,}besitzt t,, = 2™ Teilmengen.

Beweis: durch vollstandige Induktion tber n.

e Induktionsanfang (n = 1): Esgiltt; =2 = 2.

e Induktionsannahme: Es gelte t,, = 2™ firn € N.

e Induktionsschluss (n — n + 1):

Zu zeigen: Any1 ={ai, ..., an, A1} hattne1 = 2™ Teilmengen.

Schreibe P(A) = Ky U K5 fiir die Potenzmenge von A, 1, wobei

T e Ky — an+1§éT
T ek — an+1€T

Nach Induktionsannahme besitzt K genau t,, = 2™ Elemente.
Ebenso besitzt K5 nach Induktionsannahme t,, = 2™ Elemente.
Weiterhin gilt K1 N K, = () nach Konstruktion.

Somit hat P(A) insgesamt tn 41 = ty + th = 2™ 4+ 2™ = 2™+ Elemente.
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Beispiel 2.
Bestimme die Anzahl p,, der verschiedenen Anordnungen (Permutationen ) fur die
Elemente einer n-elementigen Menge A,, ={1,...,n}

Vorgehen: Betrachte zunachst kleinen € N,zB.n =1, 2, 3.

e n — 1: Das Elementin A7 = {1} besitzt nur eine Anordnung, (1). Somit
P1 = 1.
e . = 2: Fur die Elemente in A, = {1, 2} gibt es zwei Anordnungen,
(1,2),(2,1).

Somit gilt p2 = 2.
e 1. = 3: Fur die Elemente in A3 = {1, 2, 3} gibt es sechs Anordnungen,
(1,2,3),(1,3,2),(2,1,3),(2,3,1),(3,1,2), (3,2, 1).
Somit gilt p3 = 6.
Vermutung: Esgiltp, =n!l:=1-2....-nfurallen € N.
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Satz: Es gibt p;, = n! Permutationen fiir das n-tupel (1,2,...,m).

Beweis: durch vollstandige Induktion tber n.

e Induktionsanfang (n = 1): Es giltp; = 1.

e Induktionsannahme: Es gelte p,, = n! furn € N.
e Induktionsschluss (N — n + 1):

Es gibt nach Induktionsannahme je n! Permutationen fiir die (n + 1)-Tupel

( )

(11,12,...,in_1,in,n+ 1),
(ihiZ)--')in—hn—'— 1>in)>
< : > 11,...,1in €{1,...,n} paarweise verschieden.

(11)n+]>12>”°>in—1>in)>

\ (n+1>i1>12>°“>in—1)in) y

und somit gilt prn1 =nl+...+nl=n+1)-nl=(n+1)! o
(n + 1)-fach
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Folgerung: Eine n-elementige Menge {ay, ..., a, } besitzt genau
n n!
= . furmmeNy:0<m<n,
m m!(n —m)!

m-elementige Teilmengen. Dabei setzt man 0! = 1.

Beweis: Es gibt n! Permutationen von (ay, ..., ), bezeichnet mit
(Qi,y...,qq, ), wobei{i1,...,in} ={1,...,n}
Betrachte nun die ersten m Platze in (ai,, ..., @i, ). Die n! moglichen Permutationen

(ai],...,aim,aim+1,...,ain)
von (ai,..., ay) fuhren genau m!(n — m)!-mal auf die gleiche Teilmenge
{ai1>°°°>aim} C{(l],...,(ln},

denn die m! Permutationen der ersten m Platze und die (n — m)! Permutationen der

restlichen 1 — m Platze verandern{ai,, ..., ai_ } nicht. Somit gibt es m!(:l‘_m)! — (m)
m-elementige Teilmengen von{ay, ..., an}. |
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