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6.2 Die Regeln von de I'Hospital

Ausgangsfrage: Wie berechnet man den Grenzwert
f(x)

| —
o g(x)’

falls

e beide Funktionen gegen Null konvergieren, d.h.

lim f(x) = lim g(x)=0
X—X0 X—Xo

e beide Funktionen gegen Unendlich konvergieren, d.h.

lim f(x) = lim g(x) =00
X—X0 X—X0

Beispiel: Seif(x) = x? und g(x) = x. Dann gilt
f(x) f(x)

im —= = Iim x=0 und im —= =
x—0 g(x) x—0 x—0oo g(x)
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6.2 Die Regeln von de I'Hospital

Die erste Regel von de I'Hospital.

satz (Regel von de I'Hospital f ur 9y
Seien f, g : (a,b) — R stetig differenzierbar, sei xg € (a,b) mit f(xg) = g(xo) =0
und es gelte g(x) # O fiir x = x¢. Dann gilt

lim m: lim f’(x)
x=xo g(x)  xoxe g/(x)’

sofern der Grenzwert auf der rechten Seite existiert.

Beweis: Mit dem zweiten Mittelwertsatz gilt

f(x) _ fx) —flxo) _ (&)

g(x)  g(x)—glxo) g'(&)’
fiir einen Punkt & = xo + 0(x —x¢), 0 € (0, 1) (d.h. O liegt zwischen x und X).
Konvergiert nun X gegen Xg, so konvergiert auch & gegen xo, d.h.

lim LX): lim f’(E)

x=xo g(x)  &oxo0 g'(&)
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6.2 Die Regeln von de I'Hospital

Weitere Regeln von de I'Hospital.

e Fir einseitige Grenzwerte qilt

lim m: lim F(x) und lim m: lim F(x)
x—>x5r Q(X) x—)xér g/(X) X=Xy g(X) X=Xy gl(X)

e Falls die rechte Seite gegen +00 oder —o0 divergiert, d.h. falls gilt

/
lim (%) = +00,
X—X0 g’(x)

so gilt mit der Regel von de I'Hospital

o f(x) (%)
im —— = lim = +00
X—X0 g(x) X—X0 g’(x)
e Wir betrachten nun uneigentliche Grenzwerte der Form
- f(x) - fx)
im ——~— und im ———.
x—oo g(x) x——oo g(x)
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6.2 Die Regeln von de I'Hospital

De I'Hospital fur uneigentliche Grenzwerte.

Satz: Seien f, g : R — R stetig differenzierbar mit g(x) # O fiir alle x € R. Dann gilt

lim M — lim f’(x)
x—oo g(x) x—oo g'(x)’
lim LX) = lim fx)

x——oo ((x) x——oo g’(x) ’

sofern der jeweilige Grenzwert auf der rechten Seite existiert.

Beweis: Mit dem Satz von de I'Hospital und der Substitution y = 1/x folgt

ot Oy PO/ (/YY)
I 900 T w97y w9/ (T /v2)
f'(1/y) o f(x)

= lim = |im

y—0+ g'(1/y) x—e g'(x)

Den zweiten Teil der Aussage beweist man analog.
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6.2 Die Regeln von de I'Hospital

Die zweite Regel von de I'Hospital.

Satz (Regel von de I'Hospital f ur =)
Seien f, g : (a,b) \ {xo} — R stetig differenzierbar, sei xo € (a,b), und es gelte

lim f(x) = Ilim g(x) =00
X—Xo0 X—X0

sowie g’(x) # O fir x # Xx. Dann gilt
f(x) f'(x)

li — = i
e glx)  xove g/(x)]

sofern der Grenzwert auf der rechten Seite existiert.
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6.2

Die Regeln von de I'Hospital

Zwei Beispiele.

e Beispiel 1: Betrachte die sinc-Funktion sinc(x) = Si”ix) bei Null:
~sin(x) ~ cos(x)
lim = |im = ]
x—0 X x—0 1
e Beispiel 2:
1
X+ 1 log (3=
lim x~|og< ) —  lim (]" 7)
X—00 x — 1| X—00 1
xX
x—1 —2
| T (x=1)2
— lim ha (r )
X— 00 _x_z
—2
2 _
= lim =
xX— 00 —X—Z
2x?
= |im =2 L]
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6.2 Die Regeln von de I'Hospital

Ein weiteres Beispiel.

e Beispiel 3:
i 1 ] i x — log(1 + x)
| — — = i
x—0 \log(1+x) x x—0 X - log(1 + x)
R =
= lim
x—0 log(T +x) + 775
X
= lim
x—0 (1T +x)log(1+x) +x
_ ] ]
= lim =

w0 log(1 +x)+1+1 2
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6.2 Die Regeln von de I'Hospital

6.3 Kurvendiskussion

Ziel: Feststellung des qualitativen und quantitativen (Werte-)Verhaltens einer gegebenen
Funktion y = f(x) mit Skizze des Graphen von f.

Dabei sollen (mindestens) folgende Punkte untersucht werden.
(1) Definitionsbereich, Wertebereich

(2) Symmetrien

(3) Pole (Singularitaten)

(4) Asymptotisches Verhalten (Verhalten im Unendlichen)

(5) Nullstellenbestimmung

(6) Bestimmung der (lokalen) Extrema

(7) Werteverhalten

(8) Bestimmung der Wendepunkte

(9) Skizze des Graphen
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6.2 Die Regeln von de I'Hospital

Erkl arungen zur Kurvendiskussion.

Im folgenden bezeichne f : D — R, D C R, eine Funktion.

e fistsymmetrisch zur y-Achse (bzw. f ist eine gerade Funktion), falls
f(—x) = f(x), fur alle x € D.

e fist symmetrisch zum Ursprung (f ist eine ungerade Funktion), falls
f(—x) = —f(x), furalle x € D.

e f besitzt einen (algebraischen) Pol inxy € D, falls

g(x)
(x —x0)¥k

f(x) =

wobei k € N (Ordnung des Pols) und g : D — R stetig in xo mit g(xo) # 0.
Ist k ungerade, so ist der Pol ein Pol mit Vorzeichenwechsel
Ist k gerade, so ist der Pol ein Pol ohne Vorzeichenwechsel
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6.2 Die Regeln von de I'Hospital

Weitere Erkl arungen zur Kurvendiskussion.

e Eine Gerade y = ax + [3 heiBt Asymptote von f fir x — d00, falls gilt

im  (f(x) — ox — ) = 0

xX— 100

e Die Koeffizienten einer Asymptoten ergeben sich durch

o= T B (100 e

e Werteverhalten: Hierbei soll untersucht werden, in welchen Intervallen f
— positiv (negativ)
— (streng) monoton fallend bzw. (streng) monoton wachsend

ISt.
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6.2 Die Regeln von de I'Hospital

Beispiel zur Kurvendiskussion.

Betrachte die Funktion

B 2x%2 +3x—4

) = =3

(1) Definitionsbereich: D = R \ {0}

In xo = Oist f nicht stetig ergénzbar, denn limy_,o(2x% + 3x —4) = —4 # 0.
(2) Symmetrien: keine, f ist weder achsensymmetrisch noch punktsymmetrisch.
(3) Pole: xo = O ist Pol ohne Vorzeichenwechsel, denn limy_,o+ f(x) = —o0.
(4) Asymptotik: Es gilt

_ 2x* +3x —4
lim —
x—+oo XZ

2,

und somit ist y = 2 eine horizontale Asymptote.
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6.2 Die Regeln von de I'Hospital

Beispiel zur Kurvendiskussion (Fortsetzung).

Betrachte die Funktion

2x? +3x—4
fx) = X +X2x |
(5) Nullistellen: Es qgilt
flx) =0 <= 2x*+3x—4=0.

Somit sind X1 2 = %(—3 + v41) die beiden (einzigen) Nullstellen von f.

(6) Lokale Extrema: Es gilt

3x+8 . 6x—24
£(x) = z; and £ (x) = 2=

x4

Somit liegt bei X % ein stationarer Punkt vor.

Weiterhin gitt f (3) = —22 < 0.

Daher hat f in x % ein strenges lokales Maximum mit f(

w|oo
|-l>

L ~ 2.5625.

W|oo

):1

(o))
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6.2 Die Regeln von de I'Hospital

Beispiel zur Kurvendiskussion (Fortsetzung).

Betrachte die Funktion

B 2x%2 +3x—4

fx) = =3

(7) Werteverhalten: Es qilt

’

> 0 fir —oo < x < %(—3 —/41) (positiv)
£(x) < <0 fur %(—3 —V41) <x <0 (negativ)
<0 fr0<x< (=34 v41) (negativ)
>0 fiurg (=34 V4T) <x < oo (positiv)
sowie
( <0 far % <X <00 (streng monoton fallend)
f/(X) § >0 fur0 < x < % (streng monoton wachsend)
<0 fir —oo <x <0 (streng monoton fallend)

\
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6.2 Die Regeln von de I'Hospital

Beispiel zur Kurvendiskussion (Fortsetzung).

(8) Wendepunkte: Es gilt

124 _2 I
¢ (X):6x 4 96 18x.

und 3 (x) = -
X

x4
Somitgilt £ (x) = O firx = 4 mit f(4) = % Weiterhin gilt (3)(4) = % > (0. Daher
liegt bei X = 4 ein Wendepunkt mit Rechts-Linkskurve vor.

(9) Skizze:

IR A
Graph von f(x) = 2X-£3x=4

XZ
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