Taylor-Entwicklungen und Taylor-Polynome.

Ausgangsfrage: Wie kann man f(x) in der Nahe von x( approximieren?
0. Antwort: f(x) =~ f(xg) fur x = xo.
1. Antwort: Ist f differenzierbar, so gilt

f(x) = flxo) + f'(x0)(x — Xo) +o(x —xo)

Polynom vom Grad 1

2. Antwort: Ist f zweimal differenzierbar, so gilt

(x —x0)?

2

f(x) = f(xo) + ' (x0)(x —x0) + f (xo)

~"

Polynom vom Grad 2

+0 ((X — Xo)z) y

7

denn es qilt
f'(x) = f'(x0) + f (x0)(x —x0) + 0(x —Xo)

Hinweis: Integration Uiber [x, X/ liefert die zweite Antwort.
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Satz (Satz von Taylor ):Seif: [a,b] — R eine C™-Funktion und X € (a, b).
Dann gilt
f(x) = Ta(x;%x0) + 0 ((x —x0)™)

mit dem (eindeutig bestimmten) Taylor-Polynom

Talxixg) = 3 1)
k=0

Den Punkt X nennt man den Entwicklungspunkt

Ist f eine C™*1-Funktion, so gilt die Lagrange-Restgliedformel

T or(k)
0 = Y o)+ Ralxixo)
k=0 '
(n+1)
Rul0sxa) = gl (x = x)™

firein & =xo +0(x —xo)mit® € (0,1). [
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Zur Form des Taylorschen Polynoms.

Ziel: Approximiere f durch ein Polynom der Form

T(x) = Z ax(x —xo)< mit ax € R.
k=0

Forderungen: fU)(xo) = TU) (xo) furj =0,1,...,n.

Beachte: Fir die j-te Ableitung von T(x) gilt
T =) ack(k—1) ..o (k—j+ 1) (x —x0)*
k=]

und weiterhin TU) (x) = aj-jl = £0) (x0) mit der obigen Forderung.

Somit gilt

or(k)
100 = 3 0 e xo) = Tl xo).
k=0 '
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Restgliedformeln fur das Taylorsche Polynom.
Ausgangspunkt. Mit dem Satz von Taylor gilt f(x) = T (x;X0) + Rn (X;%0).
e Integraldarstellung
1 (" ne(n+1)
Rn(x;x0) = — | (x—t)"f (t) dt
n!Jy,
e Cauchy-Restgliedformel

()
n!

mit& =xo +0(x —x%xp),0 € (0,1)

(x —xo)" (1 —0)"

Rn (X; XO) —

e Schl omilch-Restgliedformel
f(“+”(£)

R (X;%0) = (x —xo)™ (1T —@)nt1-P

p - n!

mitE& =xo +0(x—%0),0€ (0,1),pe{l,2,...,n+ 1}
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Taylor-Entwicklung der Exponentialfunktion.

Betrachte die Exponentialfunktion f(x) = exp(x). Zunachst gilt:

f'(x) = dix exp(x) = exp(x).

Mit dem Satz von Taylor gilt um den Entwicklungspunkt xo = O die Darstellung

2 n

exp(x) =1+ X+ — 4 ...+ + R (x:0)
2 n!

mit dem Lagrange-Restglied

eXIO(E) Xn_|_1

Rn(%0) = 27

fur&E =0xmit0 < 0 < 1

Daraus bekommt man fiir 0 < x < 1 die Fehlerabschéatzung

eXp(E,) Xn—|—] < €

Rn(x;0)| = M+ 1) > m

Beispiel: Furn = 10 bekommt man |R1o(x;0)| < 6.81- 1078
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Taylor-Entwicklung der Sinusfunktion.
Betrachte die Sinusfunktion f(x) = sin(x). Zunéchst gilt:

d d

— sin(x) = cos(x) und — cos(x) = —sin(x)
dx dx
Mit dem Satz von Taylor gilt um den Entwicklungspunkt xo = O die Darstellung
3 5 7 2n+1
X X X X
sin(x) =x——+ — ——+...+(—1)" +R x; 0
() 3t "5 7 (=1) 2n+1)! 2n+2(x:0)

mit dem Lagrange-Restglied

Rops2(x:0) = (—1)n] (;:Sf;).XZHS fir £ = Oxmit0 < 0 < 1

Beispiel: Furx € [—m/6,7/6], x % 0 und 1 = 3 bekommt man
1

] 7T\ 7
0) < —- "< =—-(Z) ~8. 1077,
Rs(x;0)| < o ¥ < o (6) 8.1513 - 10
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Bemerkungen zu Taylor-Reihen.

e Die Taylor-Reihe

= flk)(x
Toolixo) = Y X xo)*
k=0 ‘

einer C°°-Funktion f ist im Allgemeinen nicht konvergent .

e Falls die Taylor-Reihe To, (X; %) von f konvergiert, so konvergiert T, (X; X ) nicht
notwendigerweise gegen f.

e Falls jedoch

M= Y o)

k!
k=0
gilt, so nennt man die Funktion f reell analytisch , zum Beispiel:
© % 0 2k 0 2k+1
B X B ok X _ B kX
exp(x) =2 cos(x) _kZO( 1) R sin(x) _kZO( 1) Tt
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Folgerung aus dem Satz von Taylor.

Satz: Gilt fiir eine C™*1-Funktion f : [a,b] —» R

Vxela,bl : fM(x) =0,
so ist f(x) ein Polynom héchstens n-ten Grades.
Beweis: Fur das Lagrange-Restglied gilt

Fr ()
(m+1)!

Rn (X; XO) —

und somit

f(x) =Tl x0) = ) m(X—Xo)k-
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Beispiel: Taylor-Entwicklung flir Polynome.

Ist die Funktion f ein Polynom vom Grad N, d.h. f besitzt die Darstellung
n
f(x) = Z apx mit a,, 7 0,
k=0

so ist fiir einen beliebigen Entwicklungspunkt xo € R das Taylor-Polynom T, (x; X ) n-ten
Grades von f um xp gegeben durch

= 09 (x
Talsxo) = Y U et
k=0 ’

und es gilt f = T,,, d.h. f und T,, sind identisch auf ganz R.

e Das Taylor-Polynom T, stellt f in der Polynombasis {(x - xo)k}::O dar.

. . A £ 0) .
e Fur den Entwicklungspunkt xo = 0 gilt ax = —5—, 0 < k < n, und somit
n
f(0)
T, (x;0) = f(x) = Z - X<,

k=0
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Auswertung von Polynomen durch Horner-Schema.

Sei p ein Polynom von Grad . mit der Darstellung

px) =) axlx—x0)*  mita, #0,
k=0

fur ein xo € R. Dann lasst sich p wie folgt darstellen.

p(x) =ao+ (x —x0)(ar + (x —x0) (... + (x —x0)(an—1 + (x —%x0)an) ...

Dann wertet man p stabil und effizient mit dem Horner-Algorithmus aus.

y = 0;
for kK = n,n-1,...,0

y = ak) + (x-x0)  *y;
end;

Beispiel: Firp(x) = 30(x —1)3 +100(x — 1) + 108(x — 1) + 43 gilt
p(x) =43+ (x—1)(108 + (x — 1)(100 + (x — 1)30)).
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Konvergenz des Newton-Verfahrens.
Satz: Sei f : [a, b] — R eine C%-Funktion und x* € (a, b) eine einfache Nullstelle dieser

Funktion. Dann ist das Newton-Verfahren
Xl = Xey — f(xn)
T (k)

mit Startwerten Xq in der Nahe von x* quadratisch konvergent.

Beweis: Betrachte Taylor-Entwicklung zweiter Ordnung um x,, € [a, bl,

1) = )+ 7 x) (= ) ) )
woraus fir x = x* mit f(x*) = O und f’'(x*) # 0 folgt
f(xn) (o f”(an) *
Tl T T gy )
und somit .
(Xnt1 —X") = ;f,((i:)) (Xn _X*)z u



Hinreichende Kriterien flr lokale Extrema.

Satz: Sei f : [a,b] — R eine C%-Funktion mit f'(xo) = O fur ein xo € (a, b).
(@) Falls f (xo) > 0, dann hat f in X ein strenges lokales Minimum.

(b) Falls f (xo) < 0, dann hat f in X, ein strenges lokales Maximum.

Beweis von (a): Mit der Lagrange-Restgliedformel gilt die Darstellung

12

f (&)
2!

2

f(x) = f(xo) + (x —%0)

firein & = xo + 0(x —xo) mit® € (0, 1).

Daf’ stetig ist, ist £ in einer Umgebung von X positiv, d.h. es gilt

17

f (x) >0 firalle x € (xo — &,X0 + €),

fur ein € > 0. In diesem Fall besitzt f in X ein strenges lokales Minimum.

Teil (b) beweist man analog.
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Hinreichende Kriterien fur lokale Extrema.
Problem: Was passiert im Fall f/(xg) = f (xo) = 0?
Hier gibt es zwei Moglichkeiten:

e Der stationare Punkt X ist ein strenges lokales Extremum.

e Der stationare Punkt X ist ein \Wendepunkt .
Satz: Sei f : [a, b] — R eine C2™-Funktion mit
f(xo) =0 furl<k<2n-—1
fireinxp € (a,b).

(@) Falls f(2™) (xo) > 0, dann hat f in X ein strenges lokales Minimum.

(b) Falls f(2™) (xo) < 0, dann hat f in X¢ ein strenges lokales Maximum.

Beweis(idee): Mit der Lagrange-Restgliedformel gilt

fl2)(€)
(2n)!

f(x) = f(xo) + (x — x0)%™, furein & € (xo,%).
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Beispiel. Betrachte die Funktion f(x) = x> — x?.

Es gilt 3
f'(x) = 5x*—4x°
f'(x) = 20x3 —12x%
f3(x) = 60x* — 24x
fH(x) = 120x—24
Weiterhin
f(0) = £ (0) = f31(0) =0 e
sowie f(4)(0) = —24. f(x)

Somit besitzt f in xg = 0 ein strenges lokales Maximum.

Weiterhin besitzt f in X1 = 4/5 ein strenges lokales Minimum,
denn es gilt f'(4/5) = Ound f (4/5) = 64/25 > 0.
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Konvexit at und Konkavit at.

Definition: Eine Funktion f : [a, b] — R heiRt

e konvex ,fallsfiuralle a < x7 < x < x2 < b gilt

T (f(xa) — f(x1)).

f(x) < flx1) +
X2 — X1

e streng konvex fallsfirallea <x7 <x < x2 < bgilt

T (f(xa) — f(x1)).

f(x) < f(x1) +

X2 — X1
e konkav ,fallsfuralle a < x7 < x < x2 < b gilt

X — X1

f(x) > f(x1) + (f(x2) —f(x1)).

X2 — X1
e streng konkav | fallsfiuralle a < x; < x < x2 < b gilt

X — X7

f(x) > f(x1) + (f(x2) —f(x1)).

X2 — X1
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Kriterien fur Konvexit at und Konkavit at.

Satz: Sei f eine C?-Funktion auf [a, b]. Dann gilt:
o st konvex, genau dannwenn T (x) > O firalle x € (a, b):;

e fist konkav, genau dannwenn T (x) < O fiiralle x € (a, b).

f streng konvex (Linkskurve ) f streng konkav (Rechtskurve )

Bemerkung: FUr eine C'-Funktion f gilt:
e Falls f streng konvex, so liegt der Graph von f oberhalb seiner Tangente.

e Falls f streng konkav, so liegt der Graph von f unterhalb seiner Tangente.

194



Wendepunkte.

Definition: Eine Funktion f : [a, b] — R hatin xo € (a, b) einen Wendepunkt , falls
eine der beiden folgenden Bedingungen erflllt ist.

e fistfirein ¢ > 0 konvexin (xg — €,%0) C [a, b] und konkav in
(x0, %0 + ¢) C [a, b] (Links-Rechtskurve ).

e fistfirein ¢ > 0 konkavin (xo — €,%o) C [a, b] und konvex in
(x0, X0 + ¢) C [a, b] (Rechts-Linkskurve ).

/
\/ XO

Links-Rechtskurve in  Xg.
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Kriterien fur Wendepunkte.

Satz: Sei f : [a, b] — R eine C3-Funktion.

(a) Notwendiges Kriterium:
Istxo € (a, b) ein Wendepunkt, so gilt: " (x0) = 0.
(b) Hinreichende Kriterien:
o Giltf (xo) = 0und f3)(xo) > Ofureinxg € (a,b),
so ist X ein Wendepunkt von f mit Rechts-Linkskurve.
e Giltf (xo) = 0und f3)(xo) < Ofureinxg € (a,b),

so ist X ein Wendepunkt von f mit Links-Rechtskurve.

Beweis: (a) folgt direkt aus der Stetigkeit von £ und der Eigenschaft von xg.
Zu Teil (b): Aus f (xo) = O und £3) (xo) > O folgt

f (x) <Ofirx € (xo —&,X9) und f”(x) > 0furx € (xg,%X0 + €)

fir ein € > 0. Somit ist f konkav in (xg — €, %) und konvex in (xg, Xo + €), d.h. X¢ ist
Wendepunkt mit Rechts-Linkskurve. Analog die andere Aussage. N
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Beispiel. Betrachte die Funktion f(x) = x* — x3.

Es qgilt
f'(x) = 4x°—3x*
£ (x) = 12x% —6x
£ (x) = 24x—6 1
sowie
f(0) = 0 |
£700) = 0
11 f(X) — X4 - XS.
f (0) = —6

Somit hat f in xg = 0 einen Wendepunkt (Links-Rechtskurve). Weiterhin hat f ein lokales
Minimum in x7 = 3/4, denn f'(3/4) = Ound f (3/4) = 9/4 > 0. []

Frage: Gibt es weitere Wendepunkte?
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