6 DIFFERENTIALRECHNUNG (CONT.)

6 Weiterer Ausbau der Differentialrechnung

6.1 Mittelwerts atze, Extremwerte, Satz von Taylor

Motivation: Wie wahlt man Hohe und Durchmesser einer Konservendose, so dass bei
festem Volumen V maglichst wenig Blech verbraucht wird?

Sei 1 der Radius der Grundflache und h die Hohe der Konservendose. Dann gilt
f(r,h) = 2ntr? 4+ 2mirh

fur die Oberflache der Konservendose.

Ziel: Minimiere f unter Variation von T und h unter der Nebenbedingung

V
V=m’h &= h= —.
r
Minimiere somit

V
f(r) = 2mr® +2—
T
unter Variation von T. []
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6.1 Mittelwertsatze, Extremwerte, Satz von Taylor 6 DIFFERENTIALRECHNUNG (CONT.)

Klassifikation von Extrema.

Definition: Sei V normierter Vektorraumund f : D — R, D C V, eine Funktion.

Dann hat die Funktion finxg € D
e ein globales Maximum ,falls f(x) < f(xg) fir alle x € D.
e ein strenges globales Maximum ,falls f(x) < f(xg) furallex € D \ {xo}.

e einlokales Maximum | falls es ein € > 0 gibt mit
[x —x0|| < e = f(x)<f(xo) furalex e D.
e ein strenges lokales Maximum , falls es ein ¢ > O gibt mit
[x —x0|l < e = f(x)<f(xo) furalle x € D \ {xo}.

Die Begriffe (strenges) globales Minimum und (strenges) lokales
Minimum definiert man analog. Weiterhin fasst man die Begriffe “Minimum” und

“Maximum” unter dem Oberbegriff EXtremum zusammen. []
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6.1

Mittelwertsatze, Extremwerte, Satz von Taylor

Notwendige Kriterien fur lokale Extrema.

Satz: Besitzt eine Funktion f : [a, b] — R in einem Punkt xo € (a, b) ein lokales
Extremum, und ist T in X differenzierbar, so gilt f'(xg) = 0.

Falls xo Randpunkt von [a, b] (d.h. x = a oder x = b), so gilt
o '(xg) <0 (f'(xg) > 0) fiir ein lokales Maximum (Minimum) in Xo = a,

o f'(xo) > 0(f'(xo) < 0)fiir ein lokales Maximum (Minimum) in xo = b.

Beweis: SeiXg € [a, b] ein lokales Maximum von f. Dann gilt

f(x) — f
(X) (XO) < 0 fir Xo < x < min(xo + 5>b)>
X — X0
f(x) — f
(x) — fxo) > 0 fur max(xp —€&,a) < x < xop,
X — X0

und daher f'(x5) > Ound f'(x3) < 0. Firxo € (a,b) folgt somit f'(xo) = 0.

Definition: Ein Punkt xg mit ' (xg) = O heiRt station arer Punkt vonf.
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6.1 Mittelwertsatze, Extremwerte, Satz von Taylor 6 DIFFERENTIALRECHNUNG (CONT.)

Zuruck zu dem Beispiel mit der Blechdose.

Ziel: Minimiere

\%

f(r) = 27r? + 2?

unter Variation von 1 € (0, 00). Es gilt h = T[—YZ fur die Hohe der Dose.
e Die Funktion f ist stetig in (0, c0) und es gilt V > 0.
e Esgilt lim, o+ f(T) = lim,_,o (1) = 00.
e f besitzt somitin (0, co) ein globales Minimum.

e Die notwendige Bedingung

f’(r):4m*—21¥220 = A’ =2V

fiir ein Minimum 1o € (0, 0o) ist nur erfillt fiir

Y
To = \/ =—.
0 27
e Losung: f besitztin g ein strenges globales Minimum. Es gilt hgy = 21p. []
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6.1 Mittelwertsatze, Extremwerte, Satz von Taylor

6 DIFFERENTIALRECHNUNG (CONT.)

Ein weiteres Beispiel.

Betrachte die Funktion f(x) = x?v/1 — x2 auf dem Intervall [—1, 1]. Es gilt

' (x)

B 2x — 3x3

V1 —x?

fur — 1 <x < 1.

e Station dre Punkte : 2x — 3x> = O gilt nur far x € {—+/2/3,0, \/2/3}.

f'(x) =

9

p

\

> 0
<0
> 0
<0

—T<x<—/2/3
—/2/3<x<0
0<x<+/2/3
m<x<1

e Globale Minima beix = 1 und x = O mit Funktionswert f(x) = 0.

e Globale Maxima bei x = 4+/2/3 mit Funktionswert f(x) = 2/(3v/3). ]
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6.1 Mittelwertsatze, Extremwerte, Satz von Taylor 6 DIFFERENTIALRECHNUNG (CONT.)

Ein erster Mittelwertsatz.
Satz (Satz von Rolle ):Istf: [a,b] — R stetig auf [a, b] und differenzierbar auf

(a, b), so gilt die Implikation

fla) =f(b) == 3dxo € (a,b) : f'(xo) =0.

Beweis: Da f auf dem Kompaktum [a, b] stetig ist, nimmt f auf [a, b] Minimum und

Maximum an.

Fall 1. Liegen diese beiden Extrema am Rand des Intervalls [a, b], so ist f konstant, woraus
folgt f'(x) = 0.

Fall 2: Anderenfalls liegt ein Extremum X in (a, b), woraus folgt f'(xg) = 0.
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6.1 Mittelwertsatze, Extremwerte, Satz von Taylor 6 DIFFERENTIALRECHNUNG (CONT.)

Weltere Mittelwerts atze.

Satz:

e Erster Mittelwertsatz
Ist f : [a, b] — R stetig auf [a, b] und differenzierbar auf (a, b), so gilt:

f(b) —f(a)

dx0 € (a,b) f'(xg) = T

o Zweiter Mittelwertsatz
Sind die Funktionen f, g stetig auf [a, b] und differenzierbar auf (a, b) und gilt
g’ (x) # Ofiralle x € (a,b), so gilt

. fxo) _ f(b) —f(a)
T ClOb) el T gb) — gla)
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6.1 Mittelwertsatze, Extremwerte, Satz von Taylor 6 DIFFERENTIALRECHNUNG (CONT.)

Beweis: 1. MWS: Die Funktion
X—a
b—a

erfullt die Voraussetzungen des Satzes von Rolle, denn h(a) = f(a) = h(b). Somit gibt

h(x) = f(x) — (f(b) —f(a))

es ein Xg € (a, b) mit

0= (xo) = '(x0) — T (f(a) ~ (b))
—a
2. MWS: Wegen g’ (x) # Ofiiralle x € (a, b), gilt g(b) # g(a). Somit erfiillt die Funktion
L fb) —f(a)
() = f(x) — glx) - i &

die Voraussetzungen des Satzes von Rolle, denn es gilt

h(a) = f(a) — gla) - F—ersh = f(b) — g(b) - H=t&h = h(b).

Somit gibt es ein xp € (a, b) mit

W/ g ! .f(b)_f(a)
0 =h'(xo) = f(x0) — g'(x0) a(b) —gla)° _
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6.1 Mittelwertsatze, Extremwerte, Satz von Taylor 6 DIFFERENTIALRECHNUNG (CONT.)

Folgerungen aus den Mittelwerts atzen.

Sei f : [a, b] — R differenzierbar auf [a, b]. Dann gilt:
e Falls f'(x) = 0, soist f konstant auf [a, b].
e Falls f'(x O fur alle x € [a, b], genau dann wenn f monoton wachsend.

(x) =

(x) >

e Falls f'(x) > O furalle x € [a, b], dann ist f streng monoton wachsend.

e Falls f'(x) < O fiir alle x € [a, b], genau dann wenn f monoton fallend.
(x) <

e Falls f'(x) < O fur alle x € [a, b], dann ist f streng monoton fallend.
L]
Beispiel. Betrachte f(x) = x — log(1 + x) fiir x € (—1, 00). Wegen
Flx) =1 — T x <0 fir —1 <x <0,
T+x  T4+x| >0 fir 0 < x < oo,
ist f streng monoton fallend in (—1, 0], streng monoton wachsend in [0, co). []
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6.1 Mittelwertsatze, Extremwerte, Satz von Taylor 6 DIFFERENTIALRECHNUNG (CONT.)

Definition (Landau-Symbole ): Fiireine Funkton @ : D — R, D C R,0e DN D’,
und k € Ny sagt man:

L (hk . o)
e(h)=0o(h*) &= lim = =
h
o(h) = O(hX) = 3C,e >0 : VO< |h/< e : |(P}Ek) < C
]
Bedeutung:
@(h) = o(h*):

@ (h) konvergiert fir h — 0 schneller gegen Null als h*.

@(h) = O(h*):
@ (h) konvergiert fir h — O mindestens so schnell gegen Null wie h¥.

Beispiel: Ist f differenzierbar in X, so gilt:

f(x) —f(xo) — f'(x0)(x —X0) = 0(x — Xo).
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