e—0—Definition der Stetigkeit.

Beweis a) = b): Annahme: 3¢ >0: V6 >0: dxs€ D :

1% = xoll <o A [[f(xs — Flxo)ll = €

1
Die Wahl § = . (n € N) generiert eine Folge (xn)nen, Xn € D mit

1
I —5oll < - A 11 (xn) = (0} 2 ¢

Wegen ||f(x,) — f(x0)|| > € gilt
Xn#Ex0o = xn€D\{x}

sowie lim x, = xo
n—o0

Gleichzeitig konvergiert aber (f(xy))nen nicht gegen f(xp) = Widerspruch.
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e—0—Definition der Stetigkeit.

Beweis b) = a): Es gelte

lim x, = x0, Xxp€ D\ {x0}
n—o0

Wahle zu € > 0 ein 6 > 0 mit
VxeD : |[x—x|<d = |f(x)—"~f(x)|<e
Sei nun N = N(g) mit
Vn>N : |[x,— x| <0
Dann folgt direkt
Vn> N : |[f(x,)—f(x)||<e

und somit
lim f(x,) = f(x0)

n—o0
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Beispiele stetiger Funktionen.

e Konstante Funktionen f : D — W, f(x) = a € W sind stetig.

@ Die Identitdt id : V — V/, definiert durch id(v) = v fiir alle v € V, ist
stetig.

@ Univariate Polynome, p: R — R (oder p: C — C), der Form
n
p(x) = Z ax®,  a, € R (odera, € C)
k=0

sind stetig.

e Multivariate Polynome, d.h. Polynome in n reellen (oder komplexen)
Variablen, p : R" — R (oder p: C" — C), der Form

mi mp
k k
p(x1,...,%n) = g g Aky,ky XY X"

sind stetig.
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Weitere Beispiele stetiger Funktionen.

@ Die Wurzelfunktion {/x : [0,00) — R ist stetig auf [0, o).
@ Eine Potenzreihe, p: R — R (oder p: C — C), der Form

p(x) = Z az"
k=0

ist auf dem Bereich, auf dem die Reihe absolut konvergiert, stetig.

@ Sind die Funktionen f(x) und g(x) stetig im Punkt xp, so auch

F0) + 80 A-F(x), F(x)-g(x), % (e(x0) #0).

@ Die Komposition stetiger Funktionen ist wieder eine stetige Funktion.

Beispiel: f(x,y) = sin(y/x2 + y2) ist auf ganz R? stetig.
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Eigenschaften stetiger Funktionen.

Satz: Sei f : [a, b] — R eine stetige Funktion auf einem abgeschlossenen
und beschridnkten Intervall [a, b] C R. Dann gilt

a) Existenz einer Nullstelle.

f(a)-f(b) <0 = dxp€(a,b): f(x)=0
b) Zwischenwertsatz.

fla)<c<f(b) = dxpe(a,b): f(x)=c

c) Stetigkeit der Umkehrfunktion. Ist f(x) streng monoton wachsend,
d.h. mit x < y folgt f(x) < f(y), so ist auch die Umkehrfunktion
f=1:[f(a), f(b)] — R stetig und streng monoton wachsend.

d) Min—Max—Eigenschaft. Die Funktion f nimmt ihr Minimum und
Maximum auf [a, b] an, d.h. es gibt x1, x> € [a, b] mit

f(x1) = x?[,i—,;?b] f(x) f(x) = Xrg[?l()] f(x)
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Eigenschaften stetiger Funktionen.

Wichtige Bemerkung:

Fiir die Giiltigkeit der Min—Max—Eigenschaft ist es wesentlich, dass man

ein kompaktes (d.h. abgeschlossenes und beschranktes) Intervall [a, b]
betrachtet.

Sonst gilt die Aussage im Allgemeinen nicht!!!
Gegenbeispiel:
Betrachte die Funktion f : D — R mit D = (0,00) C R und
1
f(x) =

X

firx € D = (0, 00)
Es gilt
D' =0, 00), DN D = (0,00)

Die Funktion ist auf ganz D stetig, nimmt aber weder Minimum noch
Maximum auf D an.
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Min—Max—Eigenschaft fiir multivariate Funktionen.

Definition: Eine Menge D C R” heiBt kompakt (folgenkompakt), falls
jede Folge (xx)ken, Xk € D, eine in der Menge D konvergente Teilfolge

X, >+ % €D (j— )
besitzt.

Satz: Ist D C R"” eine kompakte Menge und ist die Funktion f : D — R
stetig auf D, so nimmt f auf D Minimum und Maximum an, d.h. es gibt
Punkte x1,x2 € D mit

f(x1) = )r(réig f(x) f(x2) = max f(x)

Merkregel:

Eine stetige Funktion nimmt auf einem Kompaktum ihr Minimum und
Maximum an.
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Kriterien fiir Kompaktheit.

Satz: Fiir eine Menge D C R” sind die folgenden Eigenschaften
aquivalent:

a) D ist kompakt.
b) D ist abgeschlossen und beschrankt.

c) Heine-Borel-Uberdeckung. Jede offene Uberdeckung von D besitzt
eine endliche Teiliiberdeckung, d.h. es gilt

i€l

k
Dc| U, Uoffen = 3Ji,....ikel:Dcl]JUy
j=1

Beispiel: Die Einheitssphire S"~1 in R” beziiglich der Norm || - |

"t ={xeR"||x| =1},
ist kompakt.
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GleichmaBige Stetigkeit.

Definition: Eine Funktion f : D — R™, D C R" heiBt gleichmaBig stetig,
falls gilt: Ve >0: 40 >0: Vx,x9 € D :

[x —xol| <0 = |[f(x) —f(xo)|| <€
Satz:

Jede stetige Funktion auf einem Kompaktum D ist gleichmaBig stetig.

Bemerkung:
Ist f : D — R™ gleichmaBig stetig auf D, so ist f stetig auf D.

Beispiele:
@ f(x) =1/x ist stetig auf (0, 00), aber nicht gleichmaBig stetig auf (0, c0).
@ f(x) = exp(x) ist stetig auf R, aber nicht gleichmaBig stetig auf R.

@ f(x) =sin(x) ist stetig auf R und sogar gleichmaBig stetig auf R.
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Kapitel 4. Stetigkeit und Differenzierbarkeit

4.2. Differentialrechnung einer Variablen

Zunachst:
Einleitung auf Folie bzw. an der Tafel

Sekantensteigung und Differenzenquotient

liefern im Grenzwert

Tangentensteigung und Ableitung

(Differentialquotient)
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4.2. Differentialrechnung einer Variablen

Definition: Sei f : D - R, D C R und xg € DN D' gegeben.

1) Fiir ein x € D, x # xp nennt man den Ausdruck

Ay _ f(x) = flxo)

Ax X — X0

Differenzenquotient bzw. Sekantensteigung von f beziiglich x.
2) Die Funktion f(x) heiBt differenzierbar in xp, falls der Grenzwert

i F) = )

X—>X0 X — XO

existiert. In diesem Fall nennt man den Grenzwert Ableitung oder
Differentialquotient der Funktion f(x) an der Stelle xg und schreibt

, df . f(x) — f(x0)
f'(x0) = —(xp) := lim
dx X—X X — X0
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4.2. Differentialrechnung einer Variablen

Definition: (Fortsetzung)
Sei f:D— R, DCRund xg € DN D’ gegeben.

3) Dann heiBen die einseitigen Grenzwerte

Fi) = lim () ZI00)
X=X X — X0

f'l(xg) = lim flx) = f(xo)
X—rXg X — X0

rechtsseitige bzw. linksseitige Ableitung von f bei xg.

Bemerkung:
Falls f in xg differenzierbar ist, so stimmen die rechtsseitige und
linksseitige Ableitung von f bei xp tiberein.
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Eine Interpretation der Ableitung einer Funktion.

Die Bewegung eines Massenpunktes sei beschrieben durch eine Funktion
c:l =R c=c(t), ICR

wobei t die Zeit und c(t) den Ort des Massenpunktes bezeichnet.

Dann ist die Ableitung

é(t) 1= G (1) = im < fo( B

die Geschwindigkeit, mit der sich der Massenpunkt bewegt.
In At =t — ty legt der Massenpunkt die Strecke Ac = ¢(t) — c(to)

zuriick; die mittlere Geschwindigkeit betragt

Ac  c(t) — c(to)

At t — to
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Beispiel: Ableitung von Monomen.

Betrachte die Monomfunktion f : R — R, f(x) = x", fiir n € N.
Dann gilt

n—1
n n __ ”—1—j .
X —XO—(X—Xo)g bs X3
Jj=0
und somit
n n n—1
o x"—x _ 1 i _
lim O — |im x1 Jxé:nx(')’ 1
X—X0 X — X0 X—>X0 < 0
J:

Fazit: Die Funktion f(x) = x" ist auf ganz R differenzierbar und es gilt
f'(x) = nx""1, fiirallex € R

fir die (erste) Ableitung von f.
Bemerkung: Fiir eine konstante Funktion f(x) = c gilt f'(x) = 0.
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Weitere Beispiele zur Ableitung von Funktionen.

Linearitat der Ableitung.
Sind die beiden Funktionen f(x) und g(x) differenzierbar, so sind auch

(F+g)x)=f(x)+g(x) und (M) =\ -f(x) (AER)
differenzierbare Funktionen, und es gilt

(F+g)(x)=1(x)+g'(x) und  (Af)(x)=A-f(x)
Ableitung von Polynomen.
Sei p: R — R ein Polynom, d.h. p hat die Form

n
p(x) = Z ap x* mit Koeffizienten ay € R,0 < k < n
k=0
Dann ist die (erste) Ableitung von p gegeben durch
d d (< k - k—1

Reiner Lauterbach (Mathematik, UniHH) Analysis | fiir Ingenieure 140 / 190

Ableitungen einiger elementarer Funktionen.

Funktion | Ableitung | Parameter
x“ ax®1 a€eR, x>0
e* e* x €R

1
In x — x>0
X
sin x COS X x e€R
COS X —sinx x€eR
T
tan x 5 X# —+ km, kel
COS* X 2

Reiner Lauterbach (Mathematik, UniHH) Analysis | fiir Ingenieure 141 / 190




Ableitung von vektorwertigen Funktionen.

Sei f: D — R™, D C R, eine vektorwertige Funktion, d.h. f hat die Form
f(x) = (A(X),....fm(x))T € R™, fiirx € D.

Dann wird die Ableitung von f komponentenweise berechnet, d.h. es gilt
f'(x) = (F(x),...,f.(x))T e R™, fiirx € D.

Beispiele:

f(x) = (x,e5,sinx)T = f(x)=(1,e, cosx)"

f(x) = (cosx,sinx)" = f'(x) = (—sinx,cosx)"
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Aus Differenzierbarkeit folgt Stetigkeit.

Satz:Ist f : D - R, DCR, in xg € DO differenzierbar, so ist f in X0
stetig.
Beweis: Sei f in xg differenzierbar. Dann folgt

lim (f(x) — f(x0) — (x — x0)f'(x0)) = 0

X—>X0

unmittelbar aus der Voraussetzung

, — m f(x) — f(xo)
f'(xo) = Xl_m0 P

Wegen limy_,x,(x — xp)f’(x0) = 0 folgt schlieBlich

lim f(x) = f(x0)

X—>X0

d.h. die Funktion f ist in xp stetig.

Reiner Lauterbach (Mathematik, UniHH) Analysis | fiir Ingenieure 143 / 190




Wichtige Differentationsregeln.

Satz: Seien f,g: D —- R, D CR, in xg € DO differenzierbare Funktionen.
Dann gelten die folgenden Differentiationsregeln.

a) Fir a, 8 € Rist af 4+ Bg in xq differenzierbar, und es gilt

(af + Bg) (x0) = af'(x0) + Bg'(x0)

b) Die Funktion f - g ist in xg differenzierbar, und es gilt die Produktregel

(f-g)(x0) = f'(x0)g(x0) + f(x0)g" (x0)

c) Ist g(xp) # 0, so ist die Funktion f(x)/g(x) in xq differenzierbar, und
es gilt die Quotientenregel

g ’ (g(x0))?
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