Bemerkungen und weitere Bezeichnungen.

e Gilt MN N =0, so nennt man M und N disjunkt.

@ Verkniipfung von endlich viele Mengen

UA -
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Bemerkungen und weitere Bezeichnungen.

o Fiir geordnete Paare bzw. n—Tupel gilt:
(a1,22) = (b1, b2) <= a1=bi Nax=b

(x1,--esxn) =1, yn) <= Vie{l,....;n} : x;=y;

@ Wichtige Cartesische Produkte:
e die Euklidische Ebene

R?=R xR ={(x,y)|x,y € R}
e der dreidimensionale Euklidische Raum
RP=RxRxR={(x,y,2)|x,y,z€ R}
e der n—dimensionale Euklidische Raum

R'"=Rx---xR={(x1,...,x:) | xi € R}

n—fach
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Einige Beispiele fiir Mengen im R".

@ Kreisscheibe mit Radius r = 1.
A={(x,y) e R?|x* +y* <1}
@ Zwei Streifen in der Euklidischen Ebene.
B:={(x,y) eR?|5 < x*+1<17}
Beachte:
5<x?+1<17 e 4<x*<16& 4<x<-2V2<x<4
und somit gilt

B:={(x,y) ER?| —4<x< -2V 2<x<4}
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Einige Beispiele fiir Mengen im R".

@ Intervalle in R.  Seien a,b € R mit a < b.

[a,b] = {x|a<x<b} abgeschlossenes Intervall
(a,b) := {x|a<x< b} offenes Intervall

[a,b) = {x]a<x< b} halboffenes Intervall
(a,b] := {x|a<x<b} halboffenes Intervall

@ Querschnitt eines T-Tragers.
M = M UM,
M= [55] <1
o (G 08). (G 48)] <
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Kapitel 1. Aussagen, Mengen und Funktionen

1.3. Funktionen

Definition:

Seien M und N Mengen. Unter einer Funktion (oder einer Abbildung) von
M nach N verstehen wir eine Vorschrift, die jedem Element x € M genau
ein Element y € N zuordnet. Die Zuordnung x — y ist also eindeutig.

Notationen und Bezeichnungen.
o f:M— N, y=f(x) bzw. x — f(x) fiir alle x € M. Somit gilt:
fM—>N << VxeM:FyeN:y=Ff(x)
@ M nennt man Definitionsbereich (oder Urbildbereich) von f.

@ N nennt man Zielmenge (oder Bildbereich) von f.

@ Die Menge
graph(f) = {(x,f(x))|[x e M} C M x N

heiBt Graph der Funktion f.
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1.3. Funktionen

Sei f : M — N eine Funktion.

@ Zu A C M heiBt die Menge
f(Ay={beN|3acA:f(a)=b}={f(a)eN|acACM}CN

das Bild von A unter der Funktion f.
@ Zu B C N heiBt die Menge

fi(B)y={acM|f(a)eB}c M
das Urbild von B unter der Funktion f.

Fiir vorgegebene Mengen M und N und eine Funktion f : M — N
definieren wir nun die Begriffe

surjektiv, injektiv und bijektiv.
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Surjektive, injektive und bijektive Funktionen.

Definition:
Sei f : M — N eine Funktion von M nach N.

Die Funktion f heiBt surjektiv, falls die Gleichung y = f(x) fiir alle y € N
mindestens eine Losung x € M besitzt, d.h.

VyeN :3IxeM : y=f(x)

Weiterhin heiBt f injektiv, falls die Gleichung y = f(x) fir y € N
hochstens eine Losung x € M besitzt, d.h.

Vxi,xo € M @ (f(x1) = f(x2) = x1 = x2)

SchlieBlich heiBt die Funktion f bijektiv, falls f surjektiv und injektiv ist.

Ein paar Beispiele auf der Folie ...

Reiner Lauterbach (Mathematik, UniHH) Analysis | fiir Ingenieure 28 / 190



Surjektive, injektive und bijektive Funktionen.

Bemerkungen.

@ Eine injektive Funktion f : M — N ldsst sich invertieren, denn zu
jedem y € f(M) existiert genau ein x € M mit y = f(x).

@ Fiir eine injektive Funktion f : M — N wird deren Umkehrfunktion
f=1: f(M) — M definiert durch

fYy)=x fir y € f(M), wobeif(x) = y.
© Falls f : M — N bijektiv ist, so gilt
f(M)=N und fYN)=M

@ Die Umkehrfunktion einer reellwertigen injektiven Funktion einer
reellen Variablen erhdlt man durch Spiegelung an der Diagonalen.

Ein paar Beispiele auf der Folie ...
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Komposition von Funktionen.

Definition: Seien f : M — N und g : N — P Funktionen. Dann ist die
Komposition g o f von f und g als eine Funktion definiert durch

gof:M—= P, (gof)(x)=g(f(x)) firxe M.

Wir erhalten also die Hintereinanderschaltung

MENEP baw. MELP

Eigenschaften von Kompositionen.
@ Assoziativitat. Es gilt

ho(gof)=(hog)of
@ Kompositionen sind in der Regel nicht kommutativ, d.h.

gof#fog
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Beispiel: Kompositionen sind in der Regel nicht
kommutativ.

Wir betrachten die beiden reellwertigen Funktionen f, g : R — R,
f(x) = x®+2x
g(x) = x+1
die auf ganz R definiert sind.
Dann folgt
(gof)(x) = g(x®*+2x)=x>+2x+1=(x+1)
(fog)(x) = flx+1)=(x+1)2+2(x+1)=x>+4x+3
und somit gilt gof #fog.
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Die symmetrische Gruppe S(M).

Definition: Sei M eine nichtleere Menge. Dann heiBt die Menge
S(M) ={f: M — M| f bijektiv}

die symmetrische Gruppe der Menge M.

Insbesondere ist die ldentitat idy : M — M, definiert durch idy(x) = x
fiir alle x € M, ein Element von S(M).

Die symmetrische Gruppe S(M) erfiillt die Gruppenaxiome.
Gl) ho(gof) = (hog)of (Assoziativgesetz)
G2) foidy = idyof=f (neutrales Element)
G3) fof! = flof=idy (inverses Element)

Dabei bezeichnet f~1 die Umkehrfunktion von f.
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Elementare reelle Funktionen |I.

o Affin—lineare Funktionen.
f(x) = aix+ ap, ap,a1 € R
o Polynome.
f(x) = anx" +ap_1x" 4+ ... +ax+ap

mit ag, a1,...,an € R,a, # 0.
e Die Exponentialfunktion f(x) = a* zur Basis a € R,a > 0.

Spezialfall: Basis e, wobei die Eulersche Zahl e definiert ist durch

[e.9]

1
e = Z = 2.7182818284590452353 . ..
paard n!

Es gilt die Funktionalgleichung

T =a". 2 firallex,y €R
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Elementare reelle Funktionen II.

@ Der Logarithmus: Umkehrfunktion der Exponentialfunktion
f(x) =log,x:(0,00) = R, a>0,a#1
Spezialfall: Basis e ergibt den natiirlichen Logarithmus.
In(x) = log(x) = log.(x)

@ Trigonometrische Funktionen.

Darstellung am Einheitskreis ®

sin(¢p)

-
Nt
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Eigenschaften trigonometrischer Funktionen I.

@ Wir definieren die trigonometrischen Funktionen liber das BogenmaB.
sin, cos : [0,27) — [—1,1]
e Fiir alle ¢ € [0, 27) gilt
sin2g0+ coszgo =1
o Periodizitat: Fiir alle ¢ € R gilt

sin(p) = sin(p + 27)
cos(p) = cos(p+2m)

somit sind Sinus und Cosinus auf ganz R definiert.

sin,cos : R — [-1,1]
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Eigenschaften trigonometrischer Funktionen II.

e Symmetrie: Fiir alle ¢ € [0,27) gilt

sin(—p) = —sin(p), cos(—¢p) = cos(y)
@ Wertetafel.

¢ |0 w/6 | /4 | ©/3 |7/2
sing |0 1/2 [v2/2]V3/2] 1
cosp | 1[V3/21v2/2| 1/2 | 0

@ Additionstheoreme.

Fiir alle o, 5 € R gilt:
cos(a+ ) = cosacosf —sinasinf
sin(0 + 8) = sinacos 3+ cosasin 3
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