Taylor—Entwicklung der Exponentialfunktion.

Betrachte die Exponentialfunktion f(x) = exp(x). Zunachst gilt:
d
f(x) = - exp(x) = exp(x)

Um den Entwicklungspunkt xg = 0 ergibt sich daher die Darstellung

X2 x"
exp(x) = 1—|—X—|—?—|—---—|—F—|—Rn(x;0)
Ra(x;0) = (ixi(g!xnﬂ, E=0x, 0<O<1

Daraus bekommt man fiir 0 < x < 1 die Fehlerabschatzung

_ B eXP(f) n ©
|Rn(x; x0)| = (n+1)!x e (n+1)!

Beispiel: Fiir n = 10 erhilt man |Rio(x; xp)| < 6.81 - 1078,
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Taylor—Entwicklung der Sinusfunktion.

Betrachte die Sinusfunktion f(x) = sin(x). Zunachst gilt:

d
o sin(x) = cos(x) und o cos(x) = — sin(x)
Um den Entwicklungspunkt xo = O ergibt sich daher die Darstellung
_ 3 x5 _ x2ntl
SInX:X—a—Fa—"'—F(—l) m+R2n+2(X;O)

mit dem Lagrange—Restglied

cos
Ront2(x; 0) = (_1)n—|—1(2n—+i’)!x2n+3, §=0x, 0<O<1

Beispiel: Fir x € [-7/6,7/6], x # 0 und n = 3 bekommt man

1 9
IRs(x;0)| < = - [x|° < _.(f) ~ 8.1513-107°

6
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Bemerkungen zu Taylor—Reihen.

@ Die Taylor—Reihe

o

(k) (x
Te(xis) =Y f ( 0)(

k=0

einer C*°—=Funktion ist im Allgemeinen nicht konvergent.

e Falls die Taylor—Reihe T, (x; xp) von f konvergiert, so konvergiert
Too(X; x0) nicht notwendigerweise gegen f.

@ Falls jedoch

2, £(K)(x
f(x)zzf k(l ) ( — xo)k
k=0 '

gilt, so nennt man die Funktion f reell analytisch oder C“—Funktion.

Beispiele: exp(x), cos(x) und sin(x).
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Folgerung aus dem Satz von Taylor.

Satz: Gilt fiir eine C"™"1-Funktion f : [a, b] — R

Vxelab]: FM(x) =0,

so ist f(x) ein Polynom hochstens n—ten Grades.

Beweis: Fiir das Lagrange—Restglied gilt

Fri(g)

Rn(X;XO) = m

(x —x)"t =0

und somit

(k) (x
f(x) = Th(x;x0) = Z f k(! 0) (x — Xo)k
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Beispiel: Taylor—-Entwicklung fiir Polynome.

Ist die Funktion f(x) selbst ein Polynom vom Grad n, also
f(x) = Z apxk (an #0)
k=0

so ist das Taylor—-Polynom n—ten Grades zu einem beliebigen
Entwicklungspunkt xp € R gegeben durch

" £ (5,
Ta(xix0) =) k(! )(X — xp)"
k=0
identisch zu f(x), d.h. fiir alle x € R gilt

n n_ (k)
Doax =) k(!XO) (x — x0)*
k=0

k=0

Damit ist das Taylor—Polynom T,(x; xo) nur eine Umordnung von f
beziiglich des Punktes xp.
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Anwendung: Konvergenz des Newton—Verfahrens.

Satz: Sei f : [a, b] — R eine C?>~Funktion und x* € (a, b) eine einfache
Nullstelle dieser Funktion. Dann ist das Newton—Verfahren

f(xn)
Xn+1 — Xn — f/(Xn)

mit Startwerten xg in der Nahe von x* quadratisch konvergent.

Beweis: Betrachte Taylor—Entwicklung zweiter Ordnung um x, € [a, b],

f"(n)
5 (x — Xn)2

woraus fiir x = x* mit f(x*) = 0 und f'(x*) # 0 folgt

) (&) (o
f'(xn) 2f(xp) ~ "

F(x) = f(xn) + f'(xn)(x — xn) +

2

= (x* —xp) +

und somit
(&)
- 2f"(xn)
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(Xp+1 — x7) (xn _X*)2



Hinreichende Kriterien fir lokale Extrema.

Satz:
Sei f : [a, b] — R eine C?>~Funktion mit f/(xp) = 0 fiir ein xg € (a, b).

a) Falls 7 > 0, dann hat f in xg ein strenges lokales Minimum.
b) Falls 7 < 0, dann hat f in xg ein strenges lokales Maximum.

Beweis: Mit der Lagrange—Restgliedformel gilt die Darstellung

() = Fx0) + 5 (x = o)

fiir ein & mit [€ — xo| < |x — x0].
Da f” stetig ist, ist f” in einer Umgebung von xq strikt positiv, d.h.

de>0: f’(x) >0 fiirallex € (xop —&,x0 + €)

In diesem Fall besitzt f in xg ein strenges lokales Minimum.
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Hinreichende Kriterien fiir lokale Extrema.

Problem: Was passiert im Fall f'(xg) = f"(xp) = 07?

Hier gibt es zwei Moglichkeiten
1) Der stationdre Punkt ist ein strenges lokales Extremum.
2) Der stationdre Punkt ist ein Wendepunkt.

Satz: Sei f : [a, b] — R eine C?"~Funktion mit
FR(x0) =0 firl<k<2n—1

fiir ein xp € (a, b).
a) Falls £(2n) = 0, dann hat f in Xp ein strenges lokales Minimum.
b) Falls fF(2n) 0, dann hat f in xp ein strenges lokales Maximum.

Beweisidee: Mit der Lagrange—Restgliedformel gilt

e (¢)

F(x) = (o) + g,

fiir ein & mit |£ — xo| < |x — X0

(x — xo
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Beispiel zu lokalen Extremwerten.

Betrachte die Funktion f(x) = x> — x* und berechne die Ableitungen

fl(x) = bx*—4x°

f'(x) = 20x3—12x°

fO(x) = 60x%— 24x

fW(x) = 120x —24
4

Esgilt: f'(x) =0 <= x =0V x =%.

1) Der Punkt xg = 0 ist ein strenges lokales Maximum, denn
f"(0)=f3)(0)=0 und f*(0)=-24

2) Der Punkt xp = 4/5 ist ein strenges lokales Minimum, denn

16 4
f"(4/5) = —(20- = — 12) = 64/25 > 0
25 5
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Konvexe und konkave Funktionen.

Definition:
Eine Funktion f : [a, b] — R heiBt konvex (oder eine Linkskurve), falls fiir
alle x1 < x < xp in [a, b] gilt

X — X1

f(x) < f(x)+

(f(x2) — f(x1))

X2 — X1

Die Funktion f(x) heiBt konkav (oder eine Rechtskurve), falls fiir alle
x] < x < xp in [a, b] gilt

X — X1

f(x) = fxi) + (f(x2) = f(x1))

X2 — X1

Gelten die Ungleichungen jeweils strikt, d.h. mit < bzw. >, so nennt man
die Funktionen streng konvex beziehungsweise streng konkav.
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Interpretation und Kriterien.

Interpretation: Eine Funktion heiBt konvex, falls gilt

X — X1

f(x) < g(x) = f(x) + (f(x2) — f(x1))

X2 — X1
Die Funktion g(x) ist linear (also eine " Gerade”) mit
glxi) =f(x1) und g(x2) = f(x)

und die Funktionswerte von f(x) liegen unterhalb der Geraden.

Satz: Sei f : [a, b] — R eine C?>~Funktion. Dann gilt:

f"(x) > 0 fiir alle x € (a,b) & f ist konvex
f"(x) > 0 fiir alle x € (a,b) = f ist streng konvex
f"(x) < 0fiiralle x € (a,b) & f ist konkav
f"(x) < O fiir alle x € (a, b) = f ist streng konkav
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Wendepunkte.

Definition: Eine Funktion f : [a, b] — R hat in xg € (a, b) einen
Wendepunkt, falls eine der beiden folgenden Bedingungen erfiillt ist.

@ f(x) ist fiir ein € > 0 in (xp — €, x0) konvex und konkav in (xg, Xp + €)
(Links—Rechtskurve)

@ f(x) ist fiir ein € > 0 in (xp — €, x0) konkav und konvex in (xg, Xp + €)
(Rechts—Linkskurve)

Satz: Sei f : [a, b] — R eine C3-Funktion.
1) Notwendiges Kriterium: Ist xg € (a, b) ein Wendepunkt, so gilt:
f//(Xo) =0
2) Hinreichende Kriterien:

Gilt f”’(xp) =0 und f(xp) > 0, so ist xg ein Wendepunkt von f mit
Rechts—-Linkskurve.

Gilt f”(x0) = 0 und "(xg) < 0, so ist xp ein Wendepunkt von f mit
Links—Rechtskurve.
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