e—0—Definition der Stetigkeit.

Satz: (e—)—Definition)
Fiir xo € D N D’ sind die folgenden Eigenschaften dquivalent:
a) f(x) ist stetig in xg, d.h. es gilt

lim f(x) = f(xp)

X—XQ

b) Ve>0: 36 >0: VxeD:
Ix=xolf <0 = [If(x) = o)l <e

Beweisidee:

Fiir die Richtung a) = b) fiihren wir einen Widerspruchsbeweis.

Fiir die Richtung b) = a) machen wir einen direkten Beweis.
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e—0—Definition der Stetigkeit.

Beweis a) = b): Annahme: 3¢ >0: V§ >0: dxs € D :
I =xoll <6 A [[f(xs = Fxo)l| = €

1
Die Wahl § = p (n € N) generiert eine Folge (xp)nen, Xn € D mit

1
Ixn = x0ll < — A [f(xn) = Flx0)l[ = €
Wegen ||f(x,) — f(xo)|| > € gilt
xn#EXxg = xp€D\{x}

sowie lim x, = xp
n—oo

Gleichzeitig konvergiert aber (f(x,))nen nicht gegen f(xo) = Widerspruch.
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e—0—Definition der Stetigkeit.

Beweis b) = a): Es gelte

lim x, =x0, xn€ D\ {x}

n—oo

Wahle zu € > 0 ein § > 0 mit
VxeD : |[x—x] <d = |f(x)—Ff(x)||<e
Sei nun N = N(e) mit
Vn>N : ||x,— x| <0
Dann folgt direkt
Vn> N : ||[f(x,)— f(xo)| <e

und somit
lim f(x,) = f(xo)
n—oo
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Beispiele stetiger Funktionen.

e Konstante Funktionen f : D — W, f(x) = a € W sind stetig.

@ Die Identitadt id : V — V/, definiert durch id(v) = v fiir alle v € V/, ist
stetig.

@ Univariate Polynome, p: R — R (oder p: C — C), der Form

p(x) = Z ax®,  ax € R (oder ay € C)
k=0

sind stetig.
@ Multivariate Polynome, d.h. Polynome in n reellen (oder komplexen)
Variablen, p: R” — R (oder p : C" — C), der Form

mq mn

k k

p(x1,...,Xn) = g g Aky ok " X] e Xy
k=0  k,=0

sind stetig.
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Weitere Beispiele stetiger Funktionen.

@ Die Wurzelfunktion {/x : [0,00) — R ist stetig auf [0, 00).
@ Eine Potenzreihe, p: R — R (oder p : C — C), der Form

oo
p(x) = Z az*
k=0

ist auf dem Bereich, auf dem die Reihe absolut konvergiert, stetig.

@ Sind die Funktionen f(x) und g(x) stetig im Punkt xp, so auch

f(x)+8(x), A-f(x), f(x)-g(x), —= (g(x0)#0).

@ Die Komposition stetiger Funktionen ist wieder eine stetige Funktion.

Beispiel: f(x, y) = sin(y/x2 + y?2) ist auf ganz R? stetig.
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Eigenschaften stetiger Funktionen.

Satz: Sei f : [a, b] — R eine stetige Funktion auf einem abgeschlossenen
und beschrankten Intervall [a, b] C R. Dann gilt

a) Existenz einer Nullstelle.

f(a)-f(b)<0 = dxp€(a,b): f(xg)=0
a) Zwischenwertsatz.

fla)<c<f(b) = dxp€(ab): f(x)=c

c) Stetigkeit der Umkehrfunktion. Ist f(x) streng monoton wachsend,
d.h. mit x < y folgt f(x) < f(y), so ist auch die Umkehrfunktion
f=1:[f(a), f(b)] — R stetig und streng monoton wachsend.

d) Min—Max-Eigenschaft. Die Funktion f nimmt ihr Minimum und
Maximum auf [a, b] an, d.h. es gibt x1, x> € [a, b] mit

f(x1) = xren[i:?b] f(x) f(x) = Xren[gfz] f(x)
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Eigenschaften stetiger Funktionen.

Wichtige Bemerkung:

Fiir die Giiltigkeit der Min—Max—Eigenschaft ist es wesentlich, dass man

ein kompaktes (d.h. abgeschlossenes und beschranktes) Intervall [a, b]
betrachtet.

Sonst gilt die Aussage im Allgemeinen nicht!!!

Gegenbeispiel:
Betrachte die Funktion f : D — R mit D = (0,00) C R und
I .
f(x)=— firxe D =(0,00)
X

Es gilt
D' =0, 00), DN D' = (0,00)

Die Funktion ist auf ganz D stetig, nimmt aber weder Minimum noch
Maximum auf D an.
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Min—Max—Eigenschaft fiir multivariate Funktionen.

Definition: Eine Menge D C R” heiBt kompakt (folgenkompakt), falls
jede Folge (xx)ken, Xk € D, eine in der Menge D konvergente Teilfolge

X, =X €D (j — 00)
besitzt.

Satz: Ist D C R"” eine kompakte Menge und ist die Funktion f : D — R
stetig auf D, so nimmt f auf D Minimum und Maximum an, d.h. es gibt
Punkte x1,x2 € D mit

f(x1) = min f(x) f(x2) = max f(x)

xeD xeD

Merkregel:

Eine stetige Funktion nimmt auf einem Kompaktum ihr Minimum und
Maximum an.
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Kriterien fiir Kompaktheit.

Satz: Fiir eine Menge D C R” sind die folgenden Eigenschaften
aquivalent:

a) D ist kompakt.
b) D ist abgeschlossen und beschrankt.

c) Heine-Borel-Uberdeckung. Jede offene Uberdeckung von D besitzt
eine endliche Teiliiberdeckung, d.h. es gilt

k
Dc| U, Uoffen = 3Fi,....ikel: Dc|JU;
j=1

icl

Beispiel: Die Einheitssphire S"~1 in R” beziiglich der Norm || -

|1
S ={xeR"||x| =1},
ist kompakt.
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GleichmaBige Stetigkeit.

Definition: Eine Funktion f : D — R™, D C R” heiBt gleichmaBig stetig,
falls gilt: Ve >0: 460 >0: Vx,x9 € D:

[x —xol| <0 = [[f(x) —f(xo0)| <c¢
Satz:

Jede stetige Funktion auf einem Kompaktum D ist gleichmaBig stetig.

Bemerkung:
Ist f : D — R™ gleichmaBig stetig auf D, so ist f stetig auf D.

Beispiele:
@ f(x) =1/x ist stetig auf (0, 00), aber nicht gleichmaBig stetig auf (0, co).
@ f(x) = exp(x) ist stetig auf R, aber nicht gleichmaBig stetig auf R.

@ f(x) =sin(x) ist stetig auf R und sogar gleichmaBig stetig auf R.
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