Beispiele zur Konvergenzuntersuchung bei Reihen.

Beispiel: Wir untersuchen die Konvergenz der Exponentialreihe

oo

k
Zz .
E F fUI’Z - C
k=0

Anwendung des Quotientenkriteriums ergibt

Zk—l—l
(k + 1)1 ZK+1 Kl Z|
ANLLY i 0 (k— oo
zk zk(k+ 1) k+1 ( )
k!
Damit konvergiert die Reihe fiir alle z € C (absolut).
Wir setzen
exp(z) = Z o
k=0
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Der Umordnungssatz fiir Reihen.

Sei 0 : Ny — Ny eine beliebige Bijektion (Permutation) auf Nj.

Ziel: Vergleiche die beiden Reihen

Y a und ) as,  (ok=o0(k))
k=0 k=0

Satz:

Sei > 72, ak eine absolut konvergente Reihe, und sei o : Ng — Ny eine
beliebige Permutation auf Ng.

Dann ist die umgeordnete Reihe > /7 ; a,, ebenfalls absolut konvergent,
und die Grenzwerte der beiden Reihen stimmen iiberein, d.h. es gilt

00 00
D =D
k=0 k=0
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Multiplikation von Reihen.

Frage: Wie funktioniert das Ausmultiplizieren von Reihen?

4 (E)

Produkt von endlichen Summen. Fiir endliche Summen gilt

(ao+...+am)-(bo—|—...—|-b,,):(Zak> (Zbk>zz ai by

k=0 k=0

=]

Frage: Gilt

(55) () e

Beachte: Jedes Indexpaar (k, /) € Ng x Ny tritt genau einmal auf.

Jens Struckmeier (Mathematik, UniHH) Analysis | fiir Ingenieure 111 / 132

Multiplikation von Reihen.

Satz: Die Reihen Y °,a, und > ° b, seien absolut konvergent.
Weiterhin sei 0 : Ng — Ng x Ny, k — (01(k), o2(k)) fiir k € Np, eine
bijektive Abbildung. Dann ist die Reihe > 7, 351 (k) Doy (k) absolut
konvergent und es gilt

Z o1 (k) by (k) = (Z a/) (Z bm>
k=0 /=0 m=0

Beweis: Fiir m € Ny und fiir hinreichend groBes N € Ny gilt

m N N o -
> laowbesol <D D lakl [bi] < (Z 3k|> (Z Ib/!> < o0
k=0 =0 k=0 =0

k=0

Somit ist die Reihe > 7, 30, (k) Doy (k) absolut konvergent, und ihr
Grenzwert ist nach dem Umordnungssatz unabhangig von der Permutation
o= (01,02).
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Multiplikation von Reihen.

Zur Berechnung des Grenzwertes wahlt man eine spezielle Reihenfolge
ok)|]0O 1 2 3

0O ([0 3 8 15
1 (1 2 7 14
2 |4 5 6 13
3 19 10 11 12

Fir m= (n—+ 1)2 — 1, mit n € Ng, bekommt man

Z 35, (k) boy(k) = (a0 + a1 + -+ + an)(bo + b1 + -+ + by)
k=0

und somit
m n n oo (©.¢)
lim E aal(k)baz(k) = |lim E adk E b/ = E dk E b/
m—oQ n—oo
k=0 k=0 I=0 k=0 =0
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Das Cauchy—Produkt von Reihen.

Weiterer Spezialfall: Nummerierung entlang der Diagonalen

o(ky|o 1 2 3
0 [0 2 5 9
1 |1 4 8 13
2 |3 7 12 18
3 |6 11 17 24

Man erhilt damit das Cauchy—Produkt der (absolut konvergenten) Reihen:

( E ak> ( E b/) = E ( E akbnk>
k=0 =0 n=0 \k=0
= aob0+(aob1 +alb0)+(aob2—|—alb1 -I-azbo)—|-
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Anwendung des Cauchy—Produkts.

Fiir die Exponentialfunktion
exp(z) := Z i (z€Z)
k=0

gilt die Funktionalgleichung:  exp(z + w) = exp(z) exp(w).
Begriindung: Die obige Reihe exp(z),z € C ist absolut konvergent.

Damit folgt
- _k > / o n k., ,n—k
V4 w zZ W
exp(z) exp(w) = <Z F> <Z W) = Z Z im0
k=0 I=0 n=0 k=0
oo n
_ 1 n k. n—k
-y ( (k) w
n=0 k=0
— 1
= Z _I(Z + w)" =exp(z + w)
=0 n:
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Kapitel 4. Stetigkeit und Differenzierbarkeit

4.1. Stetigkeit und Grenzwerte von Funktionen

Im Folgenden betrachten wir fiir normierte Vektorraume V und W
Funktionen f : D — W mit Definitionsbereich D C V.

Definition:

@ Ein Punkt xp € V heiBt Haufungspunkt von D, falls eine Folge
(Xn)nen existiert mit

VneN: x,e€D, x,#x und |lim x, = Xxp

n—oo

@ D' bezeichnet die Menge aller Haufungspunkte von D.
@ D = DU D’ bezeichnet den topologischen Abschluss von D.

e Die Menge D heiBt abgeschlossen, falls D’ C D, also D = D gilt.
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4.1. Stetigkeit und Grenzwerte von Funktionen

Definition:
@ Zu xp € V und € > 0 bezeichnet

K.(x0) :={x€ V| |x—xl < ¢}

die (offene) Kugel um xo mit Radius €. Die Menge

Ke(x0) = {x € V[ |Ix =l < ¢}

heiBt abgeschlossene Kugel um xg mit Radius ¢.

@ D C V heiBt beschrankt, falls es € > 0 und xp € V gibt mit
D C KE(Xo).

@ xp € D heiBt innerer Punkt von D, falls es € > 0 gibt mit K.(xg) C D.

@ DY bezeichnet die Menge aller inneren Punkte von D.
@ D heiBt offen, falls DY = D gilt.
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Beispiele zur letzten Definition.

@ Die Menge D = [0,00) C R ist abgeschlossen, aber nicht beschrankt.
@ Fir D= (—00,0)U{1} U(2,00) C R gilt

D' = (—o00,0]U[2,00)
D = (—o0,0]lU{1}U[2,00)
D° = (—o0,0)U(2,00)

@ Fiir xg € V ist die Menge D = K.(xg) C V offen, und es gilt
D/ = Ks(XO).

e Innere Punkte xp € D° sind immer Hiufungspunkte von D, denn

g V4

X0+ ——
Ttz

x0, (n—o0) firze V\{0}.
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Grenzwerte von Funktionen.

Definition:
Gegeben sei eine Funktion f : D — W, D C V und ein x5 € D'.
e f(x) konvergiert fiir x — xp gegen den Grenzwert yy, falls fiir jede
Folge (xp)nen, mit x, € D und x, # xo, gilt
lim x, =x = lim f(xp) = yo

n—oo n—oo
Man verwendet in diesem Fall die Notation lim f(x) = yp.
X—X0

@ Im Fall D = R lassen sich einseitige Grenzwerte wie folgt definieren.

lim f(x)=y <= V(Xn)nen : Xn €D, xp < X0 :
X—Xy

Iim x, =x9 = lim f(x,) = yo
n—aoo n—aoo

lim f(x) =y <= V(Xn)nen : Xn € D, xp > x0 :

X—>X6|—
lim x, =x = lim f(xp) = ¥
n—oo n—oo
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Beispiele zu Grenzwerten von Funktionen.

Beispiel 1: Betrachte die Sprungfunktion f : R — R definiert durch

f(x):{ 0 : x<0 A x=1

1 : sonst

Fiir x — 0 existiert der Grenzwert der Funktion nicht! Weiter gilt
lim f(x) =1+ f(1)
x—1

Beispiel 2: Fiir die Funktion f : R\ {0} — R, f(x) = sin(1/x) existiert

weder der Grenzwert Iirg+ f(x) noch lim f(x).
X— x—0~

Beispiel 3: Fiir die Funktion f(x) = 1/x existieren die beiden einseitigen
uneigentlichen Grenzwerte

. 1 . 1
lim — =400 lim — = —o0
x—0t X x—0— X

Jens Struckmeier (Mathematik, UniHH) Analysis | fiir Ingenieure 120 / 132



Grenzwertsatze fiur Funktionen.

Bemerkung: Grenzwertsatze fiir Folgen iibertragen sich auf Funktionen.

@ Fiir den Grenzwert einer Summe von Funktionen gilt

lim (f(x) + g(x)) = lim f(x)+ lim g(x)

X—XQ X—Xp X—XQ

@ Fiir den Grenzwert eines Produkts einer Funktion mit einem Skalar gilt

lim (Af(x)) = A~ lim f(x)

X—XQ X—XQ

@ Fiir Produkte von reellwertigen (komplexwertigen) Funktionen gilt
lim (F(x) - g(x)) = ( lim f(x)) ( lim g(x)>
X—X0 X—X0 X—X0

e Fiir vektorwertige Funktionen f : R — R" (oder C") gilt

lim ((x),. .., fa(x)) = ( im f(x),..., lim fn(x)>

X—XQ X—XQ X—XQ
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Stetige Funktionen.

Definition:

Sei f : D — W,D C V eine Funktion.

1) Die Funktion f(x) heiBt stetig ergdnzbar in xo € D’, falls

lim f(x) existiert und endlich ist.

X—XQ

2) Die Funktion f(x) heiBt stetig in xop € DN D', falls

lim f(x) = f(xo)

X—XQ

gilt.

3) Die Funktion f(x) heiBt stetig, falls f(x) in allen Punkten
xg € DN D’ stetig ist.
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