Kapitel 3. Konvergenz von Folgen und Reihen

3.1. Normierte Vektorraume

Definition:

Sei V ein Vektorraum (oder linearer Raum) iiber (dem Korper) R.

Eine Abbildung || - || : V — [0, 00) heiBt Norm auf V/, falls die folgenden

Eigenschaften erfiillt sind.
N1) ||v]|=0 <= v =0 (Definitheit).

N2) [|A-v]|=|A|-]v] firalle A€ R, veV (Homogenitit).

N3) [[v+ w| <||v|| + ||w]| fir alle v,w € V' (Dreiecksungleichung).

V' zusammen mit || - || heiBt dann normierter Vektorraum.
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Beispiele fiir normierte Vektorraume.
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@ R mit der Betragsfunktion | - | ist ein normierter Vektorraum.
@ Fiir n > 1 ist der R", zusammen mit der p—Norm, p € N,
N 1/p
. T
Ixllp = { D IxilP fiir x = (x1,...,x,)" € R",
j=1

ein normierter Vektorraum.

Spezialfall: Fiir p = 2 bekommt man die Euklidische Norm

Weiterhin (p = 0o0): Die Maximumnorm

1X]| 0o = 1r2ja<><,7 x| fiirx = (x1,...,x,)" € R".
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Kapitel 3. Konvergenz von Folgen und Reihen

3.2. Folgen

Definition: Sei V' ein normierter Vektorraum mit Norm || - ||. Eine Folge
ist eine Abbildung N — V. n a,, kurz (ap)nen oder (an)n>1-

Beispiele fiir Folgen.
@ Reelle Folgen (Folgen reeller Zahlen), d.h. V =R, z.B. ist

a, = firne N

n
eine reelle Folge.

e Komplexe Folgen (Folgen komplexer Zahlen), d.h. V =C, z.B. ist
an=1i" furneN

eine komplexe Folge.
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3.2. Folgen

Weitere Beispiele fiir Folgen.

e Vektorenfolgen (Folgen von Vektoren), d.h. V = R oder V = C9,
z.B. ist

1 1
an = (_7”7_2) firne Nund d =3
n" ' n

eine Folge reeller Vektoren.

@ Funktionenfolgen (Folgen von Funktionen), etwa V = CJa, b], z.B. ist
fiir [a, b] = [0, 1] die Folge

fa(x) = x" firx € [0,1]]und n €N
eine Funktionenfolge.

Bemerkung: Wir bezeichnen mit C[a, b] die Menge der stetigen
reellwertigen Funktionen f : [a,b] — R, a,b € R.
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3.2. Folgen

Rechenoperationen mit Folgen.

Die Menge aller Folgen in V bildet einen Vektorraum VY, fiir den die
Addition und skalare Multiplikation wie folgt definiert sind.

(an)nEN + (bn)nEN = (an + bn)nEN
Man)nen = (Aan)nen

Rekursion und lteration.

Folgen lassen sich rekursiv beschreiben durch

ant1 = P(n,a,) firneN

wobei d:Nx V-V

eine bestimmte lterationsvorschrift bezeichnet.
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Das Bisektionsverfahren (Intervallhalbierung).

@ Ziel: Bestimme eine Nullstelle einer stetigen Funktion f : [a, b] — R.
e Voraussetzung: f(a) - f(b) < 0.

e Iteration: Definiere zwei Folgen (up)nen, und (Vn)nen, rekursiv mit
den Startwerten (up, vp) = (a, b) und der lterationsvorschrift.

FORn=1,2,...
X = (Up—1+ Vn-1)/2;
IF f(x) = 0 THEN RETURN
IF (f(x) - f(va_1) < 0) THEN
Up i= X, Vp = Vp_1;
ELSE
Unp .= Up—1, Vp .= X,

OUTPUT: x mit f(x) = 0, Nullstelle von f in [a, b].
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Beispiel zum Bisektionsverfahren.

Betrachte die Funktion f(x) = x? — 2 auf dem Intervall [1,2].
Die gesuchte Nullstelle liegt bei x = /2 = 1.4142 13562. ..

Unp

Vn

W N~ Ol

20
30

1.0000 00000 2.0000 00000
1.0000 00000 1.5000 00000
1.2500 00000 1.5000 00000
1.3750 00000 1.5000 00000

1.4140 62500 1.4150 39063
1.4142 13181 1.4142 14134
1.4142 13562 1.4142 13562

Beobachtung: Das Bisektionsverfahren konvergiert relativ langsam!
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Das Newton—Verfahren.
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Ziel: Bestimme eine Nullstelle einer differenzierbaren Funktion

f:[a, b] — R.

Verwende die Newton—lteration:

Xn+1 = Xn — m
n

mit Startwert xp.

Das Verfahren konvergiert, falls xg nahe bei einer Nullstelle von f liegt.

f(xn)

fiir f'(xp) # 0

Beispiel: Fiir f(x) = x> — 2 und xo = 1 erhilt man

1| 2 |

3| 41...

Xn

ok

1.0000 | 1.5000 | 1.41667 | 1.4142 15686 | 1.4142 13562 | ...

Erinnerung: f(\/ﬁ) — 0, d.h. /2 =1.4142 13562. ... ist Nullstelle von f.
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Konvergenz von Folgen.

Definition:
Sei (an)nen eine Folge in einem normierten Vektorraum V. Dann heift

° (a,,j)jeN fir nj e Nmit 1 <ny <np <... Teilfolge von (an)nen.
@ die Folge (a,)nen beschrankt, falls es ein C > 0 gibt mit
VneN : |a,]| < C
@ die Folge (an)nen konvergent mit Grenzwert (Limes) a € V/, falls
Ve>0:3IN=NEeN: :Vn>N: |a,— 3| <e
Eine nicht—konvergente Folge heiBt divergent.

@ die Folge (an)nen Cauchy—Folge, falls
Ve>0:3dAN=N(@EeN :Vnm>N : ||a,—an|| <e¢
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Konvergenz von Folgen.

Satz: Sei (ap)nen eine Folge in einem normierten Vektorraum. Dann gilt:

a)
b)  (

c) Falls (a,) konvergiert, so ist der Grenzwert eindeutig bestimmt.

(
an) konvergent = (a,) beschrankt;
ap) konvergent = (a,) Cauchy-Folge;

Beweis von a): Sei (a,) konvergent mit Grenzwert a. Dann gilt fiir
vorgegebenes € > 0 die Abschatzung

lan|l = ||an — a+al| < |lan —al| +||al| < &+]a]| fiir alle n > N(e)
Damit ist die Folge (a,) beschrankt mit der Konstanten

C = max{|ladl]; [laz2ll,- - -, [lan—all; [[all 47

Also
VneN : |lay]| < C
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Konvergenz von Folgen.

Beweis von b): Sei (a,) konvergent mit Grenzwert a. Dann gilt fiir
vorgegebenes € > 0 die Abschatzung

lan —am| = llan—a+a—am|
£ €
< llap—a|| + ||am — 4| <5;t5=c¢
fir alle n,m > N = N(g/2).
Beweis von c): Sei (a,) konvergent mit verschiedenen Grenzwerten a und
a, a # a. Dann gelten fiir ¢ > 0 die Abschatzungen

lan — a|| < e fiir alle n > N(g)
|la, —3|| < e fiir alle n > N(¢)

Somit folgt fiir n > max{N(e), Ne)} die Ungleichung
la =3l = lla—an+an—3all <llan = all + [an — 3| < 2¢

Da dies fiir jedes € > 0 gilt, folgt a =3 im Widerspruch zu a # a.
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Bemerkungen zur Konvergenz von Folgen.

Notation: Fiir eine konvergente Folge (a,) mit Grenzwert schreiben wir

lim a, = a oder an—a (n— o)
n—oo

Uneigentliche Konvergenz ...
... bzw. Divergenz gegen den uneigentlichen Grenzwert +ooc.

Fiir reelle Folgen definieren wir zusatzlich

lim a, =00 <— VC>0:3dINeN:Vn>N:a,>C

n—oo

lim a, = —00 <= VC>0:3dNeN:Vn>N:a,<-C

n—oo
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Vollstandige Raume bzw. Banachraume, Hilbertraume.

Bemerkung.
Die Umkehrung der Aussage im Satz, Teil b),

(an) Cauchyfolge = (a,) konvergent
gilt nur in gewissen normierten Raumen, namlich in
vollstandigen Raumen bzw. Banachraumen.

Einen vollstandigen Euklidischen Vektorraum nennt man auch

Hilbertraum.
Beispiele:
o fiir vollstindige Raume: (R, |- 1), (C,|-]), (R",]| - ), (C[a, b], || - ||co);
e fiir einen nicht vollstandigen Raum: (C[a, b], || - ||2)-
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Rechnen mit konvergenten Folgen.

Satz: Seien (a,) und (b,) zwei konvergente Folgen. Dann konvergieren die
beiden Folgen (a, + b,) und (Aa,) fir A € R (bzw. A € C), wobei gilt

a) lim (ap+ by) = lim a, + lim by,

n—oo n—oo n—oo
b) lim (Aa,) = A lim a,
n—aoo n—aoo
Beweis: Sei a = |lim a, und b= |im b,.
n—aoo n—oo

a) Fir n > max{Ni(g/2), Na(/2)} gilt

e €
I(an + bn) = (a = b)|| < [lan —al| + [|bn = b < 5 + 5 =€

b) Sei A # 0. Dann gilt fiir n > Nyi(¢/|A|) die Abschatzung
€

=¢
Al

[Aan — Aall = [A] - [[an — a| < [A]
Der Fall A = 0 ist trivial.
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Die Konvergenzgeschwindigkeit einer Folge.

Definition: Sei (a,,) eine konvergente Folge mit Grenzwert a.

a) Die Folge (a,) heiBt (mindestens) linear konvergent, falls eine
Konstante 0 < C < 1 und ein Index N € N existiert mit:

Vnz=N: |lapy — all < Cllan — 4]

b) Die Folge (a,) heiBt (mindestens) superlinear konvergent, falls es eine
nicht—negative Nullfolge C, > 0 mit lim C, = 0 gibt, so dass

n—oo

VneN: |lapt1 — a|| < Gyllan — 4

c) Die Folge (a,) heiBt konvergent mit der Ordnung (mindestens) p > 1,
falls es eine nicht—negative Konstante C > 0 gibt, so dass

VneN: |lapt1 — a|| < Clla, — a|lP
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Kapitel 3. Konvergenz von Folgen und Reihen

3.3. Konvergenzkriterien fiir reelle Folgen

Definition: Eine reelle Folge (a,)ncn heiBt
monoton wachsend <—= Vn<m: a, < am
streng monoton wachsend <= Vn<m : a, < anm

nach oben beschrinkt «— dCeR: Vn: a,<C
Analog definiert man die Begriffe

monoton fallend <— Vn<m: a,> an
streng monoton fallend <— Vn<m : a, > an,

nach unten beschrinkt «<— dJdCe€R: Vn: a,>C
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