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Kapitel 5: Weiterer Ausbau der Differentialrechnung
5.1 Mittelwertsatze, Extremwerte, Satz von Taylor

1) Satz von Rolle
Ist f : [a,b] — R stetig auf [a, b] und differenzierbar auf (a, b), so gilt:

fla)=f(®) = 3Fzg¢€(a,b) : f'(x0) =0
2) Erster Mittelwertsatz
Ist f : [a,b] — R stetig auf [a, b] und differenzierbar auf (a, b), so gilt:
b) —
Gage (ab) © [(ag) =IO I

3) Zweiter Mittelwertsatz
Sind die Funktionen f, g stetig auf [a, b] und differenzierbar auf (a, b)
und gilt ¢’(x) # O fir alle x € (a,b), so gilt:

f'(xo) _ f(b) — f(a)
g'(zg)  g(b) —g(a)

Jxzg € (a,b)




Monotone Funktionen
Fir eine auf [a, b] differenzierbare Funktion gilt:

Ve : f/(2) >0 <«  f(z) monoton wachsend
Ve : fl(z) >0
Ve : fl(z) <0
Ve : fl(z) <0

f(x) streng monoton wachsend

f(x) monoton fallend

¢ ¢ d

f(x) streng monoton fallend

Beispiel: Die Ableitung der Funktion f(z) = z—In(z+1), -1 < z < oo,
lautet
1 x

/ = — =
fl)=1-""7 =7

Damit ist f auf (—1, 0) monoton fallend, auf (0, co) monoton wachsend.
Insbesondere gilt fur alle x = 0

f(z)> f(0)=0 = In(l4+x)<z (Vzxec(-1,00),z#0)
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Lokale Extremwerte

Definition: Sei f : D — R (D C V, V normierter Vektorraum), xq € D.
1) f(z) hatin zg ein globales Maximum, falls gilt:
VeeD : f(z) < f(zo)
2) f(x) hatin zg ein strenges globales Maximum, falls gilt:
Ve e D\{zo} : f(z) < f(zo)

3) f(z) hatin zg ein lokales Maximum, falls es ein £ > 0 gibt mit:

VzeD : |[z—xzoll<e = f(z) < f(wo)
4) f(x) hatin zg ein strenges lokales Maximum, falls es ein ¢ > 0O gibt

mit:
VeeD : O0<|lz—xzpl|<e = f(z) < f(xo)

Analoge Definitionen gelten fur minimale Funktionswerte (Extremwerte).
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Satz: (Kriterium fiur lokale Extrema I)

Besitzt f : [a,b] — R in einem Punkt zg € [a, b] ein lokales Extremum
und ist f(x) in xq differenzierbar, so gilt:

a<xzg<b = fl(xg)=0
< 0 for ein Maximum
> 0 fdr ein Minimum

To=a = f’(wo){

b = f(z0) > 0 flr ein Maximum
*0 = *0 < 0 fdr ein Minimum

Bemerkung: Die Punkte zg mit f'(xg) = O heilten stationdre Punkte.

Die Bedingung f/(xzg) = O ist lediglich eine notwendige Bedingung fir
ein Extremum. Randpunkte sowie Punkte, an denen f(x) nicht differen-
zierbar ist, werden mit der notwendigen Bedingung nicht erfasst.

Beispiel:
Betrachte die Funktion f(z) = z2\/1 — 22 auf dem Intervall [—1, 1]. Es
gilt

2x — 3z3

Fla)=2"°2"" (1<z<1)
1— 22
Stationare Punkte: 22 — 323 =0 = = € {—,/2/3,0,/2/3}
(>0 @ —1<z<—/2/3
<0 @ —/2/3<x<0

fu0:<>o L 0<az<4/2/3

| <0 @ /2/3<z <1

Globale Minima bei x = +1, 0 mit Funktionswert f(x) = 0
Globale Maxima bei z = +,/2/3 mit Funktionswert f(z) = 2/(3/3)
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Definition: (Landau-Symbole) Fur eine Funktion ¢ : D — R, D C R,
0e€ DN D’,und k € Ng = NU {0} sagt man:

o(h) =o(h*) =  Iim pth) _ o

o(h) =0HRF) & 3JC,e>0: VO<|h|<e :

< c)
Bedeutung:
o(h) = o(h*):  ¢(h) konvergiert fiir h — O schneller gegen Null als h*

o(h) = O(RhF): ©(h) konvergiert fir h — 0O wenigstens so schnell
gegen Null wie h*

(hED =

Ableitung: Ist f differenzierbar in x(, so gilt:

f(@) = f(z0) — f'(z0)(z — z9) = o(z — z0)

Taylor—Entwicklung, Taylor-Polynom, Satz von Taylor:

Sei f : [a,b] — R eine C"—Funktion und =g € (a,b).

Frage: Wie kann man f(z) in der Nahe von x approximieren?
Erste Antwort: f ist differenzierbar, also gilt

f(x) = f(zo0) + f'(x0)(z — xp) +o(x — x0)

Polynom vom Grad 1

Zweite Antwort:

(z — )2

S to((—20)?)

f(z) = f(z0) + f(z0)(z — z0) + f"(z0)

Polynom vom Grad 2
Denn es gilt ebenfalls:

f'(@) = f'(z0) + f"(z0)(z — z0) + o(z — z0)

Integration Uber [xq, z] liefert die zweite Antwort.

g




Satz von Taylor: (Taylor—Entwicklung, Taylor—Polynom)
Sei f : [a,b] — R eine C™—Funktion und zg € (a,b).

Dann gilt:

f(x) = Th(z; 20) + o ((x — 20)")
Dabei lautet das (eindeutig bestimmte) Taylor—-Polynom

n k)
F®) (20)
Tn(z;z0) 1= ) 0 (z — xo)¥
k=0 '
Den Punkt g nennt man den Entwicklungspunkt.

Ist f eine ™ 1_Funktion, so gilt die Restgliedformel (Lagrange):

n £ (zg)
Z k! :

f(x) (z — 20)" + Ru(; o)

k=0

(n+1)
Rutaiao) = T =~ gy

(1€ = zol < |z — z0])
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Bemerkung: Andere Darstellungen fur das Restglied:

1) Integraldarstellung des Restglieds:

R (x: 20) = %/(m _ D) (g
o

2) Restgliedformel von Cauchy:

Fr ()
n!

Rn(x;z0) = (z —z0)" (1 —6)"

mité = xg+ 0(x — xqg), 0 € (b,l)

3) Restgliedformel von Schlomilch:

(n+1)
Ru(rirg) = & —agymti —gyrtioe

mit{ =xq9+0(x—xg),0 € (0,1),pe {1,2,...,n+ 1}
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Beispiel: Taylor—Entwicklung der Exponentialfunktion
Betrachte die Exponentialfunktion f(xz) := exp(x). Zunachst gilt:

(exp(z))" = exp(z)
Daher gilt nach der Taylor—Entwicklung mit Entwicklungspunkt xg = O:

72

n
exp(z) = l—l—x—I—E—l—...—l—%—l—Rn(:ﬁ;O)
Das Restglied lautet:
exp(§) p41

TN
Fehlerabschatzung fir 0 < z < 1:

exp(&) o+l o e
(n+ 1)! = (4 1)
Zum Beispiel: |Rig(z;z0)| < 6.81-1078

Rn(x;0) = E=0zx, 0<0<1

|Rn(z; x0)| =
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