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3.4 Konvergenzkriterien fiir Reihen

Definition:  Sei (an),cN, €ine vorgegebene Folge mit a,, € R oder C.
Dann ist (sn)pen, Mit

eine

Reihe (in R oder C)

Die Elemente sy, der Folge (sn),cn, Nennt man auch Partialsummen.
Ist die Folge (sn),cn, konvergent, dim_sp = s, 50 bezeichnet

00
S .= Z ag
k=0

den Grenzwert der Reihe.




Satz: (Konvergenzkriterien fiir Reihen)

1) Cauchysches Konvergenzkriterium

0
Y agkonvergent < Ve>0 IN : m,n>N : <e

k=0

m
> ag
k=n

2) Notwendige Bedingung

(0@
> ap konvergent = lim ap =0
—0 k—o0

3) Linearitat

Sind >" ag, > b konvergente Reihen, so konvergieren auch die Reihen
S (ag, + b)), S.(Aay), und es gelten

3) Linearitat (Fortsetzung)

d (ap+0br) = D ap+ D b
k=0 k=0 k=0
Z ()\ak) = A\ Z ar

4) Leibnizsches Kriterium

Alternierende Reihen der Form S>(—1)%ay, a5, > 0, fir die (ar)ken,
eine monoton fallende Nullfolge bilden, sind konvergent, und es gilt die
EinschlieBung:

2n—1 o0 2n

o (=D, < Y (=D, < Y (=1)Fgy

k=0 k=0 k=0




Beweis zu 4): Seien

2n—1 2n
up = ) (—1)kak vp = Y (—1)kak
Dann folgt
Upt1 = up+ (a2, — app41) > un
VUp+1 = vn— (agp41 — aop42) < on
Un = up -+ ao, > un
Up —Upn = a9, — 0 (n— oco0)

Folgen (un), (vn) bilden Intervallschachtelung, konvergieren gegen ge-
meinsamen Grenzwert und

0
unp < Z(—l)kak <
k=0

0
Beispiel: Die geometrische Reihe > ¢* =1+4¢+4¢?+..., qeC
k=0
konvergiert fur |q| < 1, denn fur die Partialsummen gilt wegen

m
2™y = (z—y) Y Myt

j=1
mte=1,y=qundm=n-+1
n 1 _ gnt1
k q
k=0 1—q
Daraus folgt
o0 1
> ogf =
k=0 1—-g¢q

Far |g| > 1 ist die geometrische Reihe divergent.




Beispiel: Die harmonische Reihe
* 1 1 1 1
—=14+-4+-4+-+4+...
;;::1’6 +o+t5+t, T

ist divergent.
Es qilt

Damit ist das Cauchy—Kriterium

o
Y apkonvergent & Ve>0 IN @ m,n> N :
k=0

fur e < 1 verletzt.

Beispiel: Die alternierende harmonische Reihe % (—)F —— =

1
1 - —4+——— ... ist konvergent.
2+3 4+ 9

Dies zeigt man mit Hilfe des Leibnizschen Kriteriums:

Zur Erinnerung: alternierende Reihen, deren Folgenglieder eine Nullfolge
mit monoton fallenden Betragen bilden, sind konvergent.

Der Grenzwert lautet:

Z( 1)"€k+1 IN2 = 0.69314 ...




Definition: Eine Reihe % aj. heilt absolut konvergent, falls die Reihe
k=0

oo
> |ag| konvergiert.
k=0

Beispiel: Die alternierende harmonische Reihe

A SR I R gt
R k+1 ~ 2 3 4 7
ist konvergent, aber nicht absolut konvergent. Es gilt
1
=(—1 k__ =
ap = ( )k—l—l
und daher ist
-~ 1 1 1 > 1
S |vf =14 s = Y g
=0 kE+1 2 3 =1k

gerade die harmonische Reihe, die nicht konvergiert.

Satz: (Kriterien fur absolute Konvergenz)

1) % a;, absolut konvergent <« (fj |ak|> beschrankt
k=0 k=0 n>0

2) Majorantenkriterium

oo 0
lag] <bg A ) bgkonvergent = )  a; absolut konvergent
k=0 k=0

3) Quotientenkriterium Seiap #= 0 (Vk > kq)

oo

<g<1 (Vk>kp) = D ayabsolutkonvergent
k=0

Ak41
ag

4) Wurzelkriterium

o
lakl <g<1 (VE>kg) = Y ayabsolutkonvergent
k=0
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Beweis:

zu 1): Die Folge ( fj laz.| | ist monoton wachsend und daher genau
k=0

dann konvergent, wenn sie beschrankt ist.

©. @)
zu 2): Da |ai| < b fUr alle & gilt, ist b, > 0. Die Reihe Y~ b, ist nach
k=0
Voraussetzung konvergent, wegen b;. > 0 aber auch absolut konvergent.

Nach Teil 1) ist die Folge ( fj bk> damit beschrankt. Aus
k=0

n n o
D apl < D> b < D> by
k=0 k=0 k=0

folgt dann, dass die Folge ( fj |ak|> beschrankt und nach Teil 1) absolut
k=0

konvergent ist.
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Beweis: (Fortsetzung)

ap+1
af

zu 3): Aus

< q (Vk > kg) folgt mit vollstandiger Induktion direkt

k—k
lag| < ¢ Olag,|

und somit fur alle n

" ko—1 n—ko
Do lanl <0 )0 lagl +lagel Y @
k=0 k=0 =0
ko—1 1
< ) lagl + lag,|
k=0 l1—gq

Beschranktheitskonstante

oo
Nach Teil 1) ist > a; absolut konvergent.
k=0
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Beweis: (Fortsetzung)

zu4): Aus {|ag| < q (k > kg) folgt direkt |a| < ¢ fir alle k > kqg. Wie

in Teil 3) folgt daraus

n ko—1 qko n
Y agl < >0 a4+ = ) aj absolut konvergent
k=0 k=0 1—g¢ k=0
Bemerkung:
a) Das Quotienten— bzw. Wurzelkriterium ist erfullt, falls gilt
im 2L <1 bzw.  lim Yay| < 1
k—oo ay k—o00

b) Die Reihe % ay. ist dagegen divergent, falls gilt
k=0
lim Tht1

/|
k—oo ay

>1 bzw. Iim {/]ag| > 1
k— o0
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Beispiel: Wir untersuchen die Konvergenz der Reihe

0 1
éé;_k(k-+-l)
Es qilt
1 1 k+1-k_ 1
k k+1 k(k+1) k(k+1)
und daher
n 1 1 1 1 1 1
. =14 44— =1-
kz::lk(k—l—l) 2+2 3+ +n n—+1
Daraus folgt
0 1 n 1 1
= =] = =] 1—
gimh+n 7ﬁ&gimk+n 7£&< n+ 1

Die Reihe ist also (absolut) konvergent.
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