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Definition: Sei M C R, also M eine Teilmenge von R.

1) Die Zahl x € R heil3t obere Schranke von M, falls qilt:

YweM: w<lx

Analog definiert man den Begriff untere Schranke von M.

2) Die Menge M heil3t nach oben (bzw. nach unten) beschrankt, falls

es eine obere (bzw. untere) Schranke von M gibt.

3) Die Zahl s € R heil3t Supremum von M, falls s die kleinste obere
Schranke von M ist, d.h.

e s ist eine obere Schranke von M
e fUr jede beliebige obere Schranke x von M qilt: s < x

Bezeichnung: s := sup M.

Analog definiert man den Begriff  Infimum von M.




Beispiel: Sei [ :=[1,2)={zceR|1 <z <2}

Dann ist
e jede Zahl x > 2 eine obere Schranke von I,
e jede Zahl x < 1 eine untere Schranke von 1.
Also gilt
sup[1,2) =2 inf[1,2) =1

Beispiel: Man betrachte die Menge

1 1 35 7 9 11
Mi=lseR|z=" , N}:{—,—, = }
{xe o=+ "€ 2’6’12’ 20’ 30

Daher gilt

supMzg infM =20

Satz: Jede nichtleere, nach oben (bzw. unten) beschrankte Menge M C
R besitzt ein Supremum (bzw. Infimum).

Beweis: Mit Hilfe des Vollstandigkeitsaxioms.

Folgerungen:
1) Die Menge N der natirlichen Zahlen ist nicht nach oben beschrankt.

2) Fur alle x € R qilt:

1
x>0 = dneN .. 0<—<zx
n

3) Zwischen zwei reellen Zahlen x < y gibt es immer (unendlich viele)
rationale Zahlen.




Kapitel 3: Konvergenz von Folgen und Reihen

3.1 Folgen
Es sei V' ein normierter Vektorraum mit Norm || - ||

Eine Folge (an),cn ist eine AbbildungN — V', n — ap € V

Beispiele:
1
1) Reelle Folgen (V = R): ap = —

n
2) Komplexe Folgen (V =C): ap ="

3) Folgen von (reellen) Vektoren (V = R?, d = 3)

Gomoe)
an = (—,n,—5
K n’ ' n2

Rechenoperationen mit Folgen:

Die Menge aller Folgen in V ist wieder ein Vektorraum V1N

(an)peN + (bndnen = (an + bn)pen

Man)pen ‘= (Aan)npeN
Rekursion, lteration:

Definiere eine Folge in V' rekursiv
Qg1 = ®(n, an)
wobei
P:NxV -V

eine Iterationsvorschrift ist.




Beispiel: Intervallhalbierung, Bisektionsverfahren
Berechnung einer Nullstelle einer stetigen Funktion f : R — R
Gegeben seien zwei reelle Zahlen a und b mit f(a) - f(b) <O

Definiere zwei Folgen (uy) und (vy,) mittels
(uo,v0) = (a,b)
firm=1,2,...
2= (up_1 + vp_1)/2
falls f(x) =0 — fertig
falls (f(x) - f(v,—1) <0):

Un ~— T VUp — Vn—1
sonst
Unp = Up—1 YUn . =T

Sei f(t) =t2 —2,a=1und b= 2, so erhilt man

Un, Un

1.0000 00000 2.0000 00000
1.0000 00000 1.5000 00000
1.2500 00000 1.5000 00000
1.3750 00000 1.5000 00000

- WN R OIS

10 1.4140 62500 1.4150 39063
20]1.4142 13181 1.4142 14134
30]1.4142 13562 1.4142 13562

Konvergenz ist relativ langsam!




Beispiel: Newton—Verfahren
Nullstelle einer stetig—differenzierbaren Funktion f : R — R

f(tn)

~ iy ) #0)

mit Startwert ¢
Verfahren konvergiert, falls ¢ hinreichend nahe bei einer Nullstelle ¢* liegt

Sei f(t) = t2 — 2 und tg = 1, so erhalt man

tn
1.0000 00000
1.5000 00000
1.4166 66667
1.4142 15686
1.4142 13562
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Definition: Konvergenz von Folgen

Sei (an),cn €ine Folge in V' (Vektorraum mit Norm || - ||)

1) Firn; € Nmit1 < ny < np < n3z < ... heillt (an;);cy eine
Teilfolge von (an),cN

2) Die Folge (ar) heillt beschrankt, falls es ein C > 0 gibt mit:
VneN : |an| <C

3) Eine Folge (ay) heilt konvergent mit Grenzwert (Limes) a € V, falls
Ve>0 : AIN=N(E)eN :Vn>N : |lan—al <e
Eine nicht—konvergente Folge heil3t divergent
4) Eine Folge (an) heil3t Cauchy—Folge, falls
Ve>0 : AN=N()eN : Vnm>N : |lan—am| <ce
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Satz: Es gelten:

a) (apn) konvergent = (a,) beschrankt

b) (an) konvergent = (a,) Cauchy—Folge

c) Der Grenzwert einer Folge ist eindeutig bestimmt

Beweis:
Teil a): Ist (an) konvergent, so gilt flir e > O und n > N(¢)

lanll = [lan —a +a| <&+ |laf

Damit ist die Folge (an) beschrankt mit der Konstanten C' > 0 gegeben
durch

C := max{||aill, llaz]l,-- -, lan_1ll, lla|l + €}
Also

VneN : |lan]| < C
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Teil b): Fur gegebenes ¢ > 0 gilt:

Han_amH — ||an—a—|—a—am||
< llan = af| + |lam — al|
€ €
< = — =€
2+2

firalle n,m > N = N(eg/2)
Teil c): Fur e > 0 gelte:
lan —all <e (Vn > Ni(e))
lan —all <& (Vn > Na(e))
Dann folgt fir n > max{N, N>} die Ungleichung
la —afl = |la — an + anal| < [lan — al| + [lan —al] < 2

Dies gilt fur jedes € > 0, also gilta =@
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Notation: Fr eine konvergente Folge (ar) schreiben wir

lim ap =a oder an — a (n — 00)
n—od

Uneigentliche Konvergenz bzw.

Divergenz gegen den uneigentlichen Grenzwert +oc:

Fur reelle Folgen definieren wir zusatzlich

lim ap =00 & VC >0 :dANeN : Vn>N : ap>C

n—oo

im anp = -0 & VC >0 :3dINeN:Vn>N : ap < —-C

n—aod
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Bemerkung: Die Umkehrung zu der Aussage in Teil b)

(an) Cauchyfolge = (an) konvergent

gilt nur in gewissen normierten Raumen, namlich den sogenannten
vollstandigen Raumen oder Banachraumen
Vollstandige Euklidische Vektorraume nennt man auch
Hilbertraume

Beispiele vollstandiger Raume: (R, |-|), (C, |-]), (R™, |||, (C[a, b], || |lcc)

Beispiel fur einen nicht vollstandigen Raum: (C'[a, b], || - ||2)
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Satz: Sind (an) und (b,) zwei konvergente Folgen, so konvergieren
auch die beiden Folgen (a,, + b,) und (Aay) und es gelten

a) nILmOO(an + bp) = nILmOO an + nILmOO bn
b) nILmOO(Aan) = AnILmOO an,
Beweis: Sei
a.:= |Ilim ap b:= |lim by

n—oo n—aoo

Teil a): Fir n > max{N1(e/2), N>(e/2)} qilt
[an+bn) = (a =) < lan —all + [lbn = b < S+ 5 =
Teil b): Firn > Ny(g/|A|) und X #= 0 gilt

3

[Aan = Aal| = |A[- [lan — af| < |>\||/\| =

9

Der Fall A = 0O ist trivial
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Konvergenzgeschwindigkeit:

Definition: Die Folge (ay) sei konvergent mit Grenzwert a

a) Die Folge (ar) heilt (mindestens) linear konvergent, falls eine Kon-
stante O < C' < 1 und ein Index N € N existiert mit:

Vn>N : |apqq —all < Cllan —

b) Die Folge (arn) heillt (mindestens) superlinear konvergent, falls eine
nicht—negative Nullfolge C), > 0 mit nILmOO Chn = 0 existiert, so dass

Vn i llapg1 —al < Cnllan — afl

c) Die Folge (a) heildt konvergent mit der Ordnung (mindestens)p > 1,
falls eine nicht—negative Konstante C' > 0O existiert, so dass

Vn : lapyr —all < Cllan —all”
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