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Folien Vorlesung 10
Taylorreihen

Die ins Netz gestellten Kopien der Vorlesungsfolien sollen nur die Mitarbeit wahrend der Veranstaltung erleichtern. Ohne die in der
Veranstaltung gegebenen zusatzlichen Erlduterungen sind diese Unterlagen unvollstandig (z. Bsp. fehlen oft wesentliche Voraussetzungen).
Tipp— oder Schreibfehler, die rechtzeitig auffallen, werden nur miindlich wahrend der Veranstaltung angesagt. Eine Korrektur im Netz

erfolgt NICHT! Eine Veroffentlichung dieser Unterlagen an anderer Stelle ist untersagt!



Taylorreihen /-polynome

Probleme in den Anwendungen :
oft hohe Dimension, meist nichtpolynomial
— meist schwer /unmoglich exakt Iosbar

e FRAGE: Kann man das Problem zumindest lokal hinreichend
gut durch ein polynomiales Model beschreiben?

e WOZU? Bei Polynomen meist einfacher : Nullstellen, Verlauf,
Ableitungen, Integrale etc.

e WAS IST GUT? Im Mittel? Maximale Abweichung im vorge-
gebenem Bereich? Flache zwischen Funktionsgraphen minimal?
Oder - --



HIER : moglichst gut in einem Punkt xg

GENAUER: zu f und einem festen Punkt suchen wir ein Polynom
p , fiir das

f(xo) = p(xo), f'(zo) =0 (z0), f"(x0)=0"(20)
o F(z0) = p(™) (20)

mit moglichst hohem n gilt.

Fiir uns ist xo der Nabel derWelt! Schreibe Polynom m — ten
Grades als:

pm(ZI?) — CL0+CL1(ZI?—$0) -I—CL2($—ZI?0)2+ +am($—$0)m-



O-ter Versuch : Polynom nullten grades : po(x) = ag a9 = f(xo)

Weitere Forderungen : i.A. nicht erfiillbar!

Soll nicht nur der Funktionswert sondern auch die Steigung stim-
men, braucht man noch einen Parameter

p1(x) = a9+ a1(x — x9) = pi(x) = a1 = f'(x0)

Also

p1(z) == f(xo) + f'(x0)(x — 7o)

p1 stimmt in zg mit f in Funktionwert und Steigung iiberein




Nachste Forderung f"”(xg) = p”’(x¢) i.A. mit linearen Polynomen

nicht erfillbar!

Sollen nicht nur der Funktionswert und Steigung sondern auch die
zweite Ableitung stimmen, braucht man noch einen Parameter

pa(x) := f(xo) + f'(20)(x — z0) + az2(x — )

Muss jetzt etwa as = f"'(x() gelten? Probieren Sie es!



pn(x) = ag+a1(z — x0) + as(x — 20)* + -+ + an(x — 20)"
— pgzk)(%) = Klag,

Soll p%k)(:co) = fR)(x4) gelten, so muss gelten:

F®) (o)
O




Satz:) Taylorsche Formel mit Lagrangescher Restgliedformel

Sei I C R ein Intervall und f : I — R eine auf I (n+1)-mal
differenzierfunktion und z,xg € I. Dann gilt

Plao), o ),
F@) = flao) + T8 @ gy ¢ L) 0
b 2@ 4 R

Fiir das sogenannte Restglied R, gilt (u.a. die Lagrangesche Darstel-
lung)

_ )

CES) A

Ry ()




wobei die (in der Regel unbekannte) Zwischenstelle 6 zwischen
x und x( liegt.

T (z;20) = f(zo) + f/(lf())(x — z0)t + fﬁ;‘f(’)(a; — x)?
(") (2,

heiBt Taylorpolynom n-ten Grades zu f mit dem Entwicklungs-
punkt .

BEWEIS: Fiir x = z¢ sind die Behauptungen sofort klar. Sei also x £ xy. Dann



gibt es zu festem z sicher eine Konstante K mit

P, o P,
F(&) = flao) + L0 gy 4 L) 0y
4+ 4 f(n)(CUO) ($—£U0)n 4 K(QZ —$0)n+1

o) = 1) + T2 o Ty
+ . f(:!(z)(x—Z)n+K($—z)n+1.



Rolle : 360 zwischen x und g mit F'(0) =0

PG =F()= 1) + )+ (a2
YR G
+o (J;( ?(f;! (r— 2t 41 (:!(z)(—n)(a: )
+ (n;)(z)(x — )" — K(n+1)(z — 2)"
Also
0= F'(h) = f(n:!)(e)(x _0)" — K(n+1)(x—0)"
./ <n:!>(9) —K(n+1) = K= f((:j)ff')
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BEISPIELE:

e Exponentialfunktion: ¢ :=0

fa) = fi@) = ["(@) = - = [O(@) = e
F(0) = F/(0) = f7(0) = - = f(0) = 0 =1
7,(:0) =£(0) + T2 — 0 + E 0 03
I f“;z!(())(x_o)n
1 1
=1+ FCC + 556 + o T+ EZC
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Approximation : lokal gut. Fehlerabschatzung : wo??

Zum Beispiel fiir x € [—0.1, 0.1] und n = 4:

FOrDO) Lo (0.1)5
R, (z;0)| = "<
B Ol = 1502 r® | S 1 €
< (0-1)560.1 < (0-1)560.5 < (0-1)540.5 _ 107°
120 120 120 60

fir x € [—=1,1] und n = 4:

(1)5 1 € 3
R,(x;0) <——e < —< —
Bn(z; 0l < 155€ < 190 < 120 = 10
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Fiir festes x gilt

||
nh_)n(;lo IR, (x;0)] < nh_{lgo (ne_|_ 1)!xn+1 =
Beweis ?
Das heif3t:

n
. "
lim E —=¢
k=0

oder

OOCC
=2

Taylorreihe von e um Null/mit Entwicklungspunkt xy = 0
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Definition: Taylorreihe

Sei I C R ein Intervall und f : I — R eine auf I beliebig oft
differenzierbare funktion und x,xg € I. Dann heil3t

(k)
T(x;20) Zf (o) (x — x0)" .

die Taylorreihe zu f mit Entwicklungspunkt x.

ACHTUNG : muss nicht konvergieren. Wenn konvergent, nicht
notwendig gegen f. Genaueres : 2. Semester
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e Sinusreihe, xg := 0,

f(x) = sin(z) = f(zg) = 0
Fa) = cos@) = fleg) = 1
() = —sin(x) = f"(zg) = 0
f”’(:l?) _ —COS(.CE) — fm(CUO) = —1
fB(z) = sinfe) = fB(zg) = 0
F@) = sin@)  fE@) = —sina)
FER@) = cos@)  fOI(@) = — cos(a)
() 0 FEEED(0) (—1)F
S p o ah (R A
T(az,O)ZZ(—) (2k+1)!: _§+51_7!i
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VAN
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BEISPIEL:
Polynom fiinften Grades, zq := 0, I = [—0.2, 0.2]

5133 335
Ts(@;0) =2 =5+ 4
F(a) cos(a)
Rs(z)| = |Ro(z)| = 27| < 097
7! 7!
27 1
- —— < 4-1078,

<
— 7107 T!'57
e Cosinusreihe, xo := 0, I = [—0.2, 0.2]




e Binomische Reihe,

Zur Erinnerung: (1 4+ 2)" = Z (k) " VneN
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Sei nun a € R beliebig, also nicht unbedingt aus N.
Wir definieren

(Z) :a-(a—l)-(a—]j)---(a—k+1) e (a) .,

Dann erhalt man vollig analog zum Fall n € N fiir

f(x) :== (1 +x)* zum Entwicklungspukt xy = 0 die Taylorreihe

T(z;0) = f: (Z) ok

k=0

1
BEISPIEL: Berechnen Sie T5(x;0) fiir f(z) = und

1+
€ |—1,1]. Schatzen Sie den Fehler ab.
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Zur Erinnerung:

Definition: Extrema |a,b] C R, f :[a,0] = R

f besitzt in x¢ € |a,b] ein lokales Minimum, wenn es eine e—
Umgebung U (hier |zg — €, g + €|) von zq gibt, so dass

f(zg) < f(x) VeeU N |a,b (%)

gilt.

f besitzt in xy € |a,b] ein lokales Maximum, wenn

f(xg) > f(x) VeeU N |a,b (k)

f besitzt in xg € |a,b] ein striktes (echtes) lokales Minimum
bzw. Maximum, wenn in (*) bzw. (**) das < bzw. > Zeichen
durch < bzw. > ersetzt werden kann.
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Gilt sogar
f(xo) < (bzw. >) f(x) Va € la,b]

so hat f in zq ein globales (absolutes) Minimum bzw. Maximum.

Extremalstelle/Extremum : Sammelbegriff fiir Minimum oder
Maximum.

Weiter oben gezeigt: Ist f sei differenzierbar auf I = |a,b], Dann
gilt

e f konstant «<— f'(z) =0 Vzxel
e f (streng) monoton wachsend <— f'(x) >0(>0) Vaxel

e f (streng) monoton fallend <— f'(z) <0(<0) Vxel

21



Da f unmittelbar vor einem Minimum fallen und nach einem
Minimum steigen muss, bzw. vor einem Maximum steigen und
nach einem Maximum fallen muss, folgt:

Satz: Notwendiges Kriterium fiir Extrema

Liegt in xg ein Extremum einer stetig differenzierbaren Funktion
f :la,b] — R vor, so gilt

f'(xg) = 0 oder o Randpunkt.

ACHTUNG: notwendiges aber nicht hinreichendes Kriterium. Bei-
spiel?
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Satz: hinreichendes Kriterium fur Extrema

Sei f : |a,b] — R zweimal stetig differenzierbar auf [a,b] und
f'(xg) = 0. Dann gilt
o f'(xg) = 0 und f"(x9) > 0 — in zg lok. Minimum

e f(xg) = 0 und f"’(x9) < O —> in x( lok. Maximum

ACHTUNG: f"(xg) > 0 kein notwendiges Kriterium. Beispiel?
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Beweis:

Ist f"(xg) positiv, so auch in einer Umgebung von xg. Nach Taylor
gilt mit o« = Zwischenstelle:

f(x) = f(zo) + f'(x0) (x — x0) + o (&~ T0)

Wegen f'(zg) = 0 folgt

Also nahe genug an x

f(x) — f(xo) > 0.
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BEMERKUNGEN:

o Ist f”(xg) =0 und f dreimal stet. diffb., so folgt analog:

f@)— fw) = 5 @ w0 aclat]

Verschwindet die dritte Ableitung in xy nicht, so tut sie es auch

in einer Umgebung von xy nicht, und es liegt ein Sattelpunkt
(horizontaler Wendepunkt) vor.

Definition: Sei f : (a,b) — R zweimal stetig differenzierbar in
(a,b). Dann heiBt f konvex (konkav), wenn

Ve € (a,b) :  f"(z)> (£)0

gilt. (Rechts-linkskurve bzw. Links-Rechtskurve)
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o Ist f(xg) = f""(xg) =0 und f vier mal stet. diffb., so

o
f@) 1) = T @ at ae o)

f(4)(:1:0) > (0 == Minimum, f(4)(x0) < 0 = Maximum.

e Analog folgt fiir hinreichend oft stetig diff.bare Funktionen:

Ist die erste nichtverschwindende Ableitung von gerader Ord-
nung: Min/Max

Ist die erste nichtverschwindende Ableitung von ungerader Ord-
nung: Sattel
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e Globale Extrema:
Bestimme alle Kandidaten fiir lokale Extrema (f’ = 0).
Vergleiche Funktionswerte der Kandidaten + Randpunkte.

Existenz gesichert falls Intervall beschrankt und abgeschlossen.
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Kurvendiskussion

e Definitionsbereich

e asymptotisches Verhalten (x — 400), Pole etc.
e Nullstellen

e Extrema, Monotonie

e Kriimmungsverhalten (konvexitdt/Konkavitat)
e Symmetrien

e Bildbereich

e Evtl. Skizze
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Beispiel: f(x) =

(@ =17

e Definitionsbereich: D = R\{+1}, fiir x = —1 liegt eine

hebbare Singularitat vor. Es gilt

fz) = (5’3“)2 vz eD.

r—1

e asymptotisches Verhalten (xr — +00), Pole etc.
Grenzwertverhalten in den Definitionsliicken
r1=—1bzw. 2o =1 :

r+ 1
r— 1

r——1 r——1

2
lim f(x)= lim ( ) =0 stetig erganzbar
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N 2
lim f(x) = lim (CE T ) = 400" Pol ohne Vorzeichenwechsel

r—1 z—1 \1r —1

Verhalten im Unendlichen:

2
lim f(zr) = lim (1—|— : ) = 1.

e Symmetrie: zunachst keine erkennbar.

e Nullstellen: keine, da * = —1 nicht zum Definitionsbereich
von f gehort.

e Extrema und Monotonie:
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Fiir die erste Ableitung von f gilt:

rw=2(35) (et ) = et

Einzige Nullstelle: x = —1 ¢ D = keine Extrema

Monotonieverhalten kann sich nur bei Uberschreiten der Defini-
tionsliicken in x = £1 andern Es gelten folgende Ungleichungen:

<0 furx <1

41 <0 furxz< —1
>0 furl <z

>0 fur —1<zx

nd (o= 1)

Damit ergibt sich

( .
<0 firx< -1 = f ist streng monoton fallend

ff(x)< >0 fir —1 <z <1 = fist streng monoton steigend
<0 firl<z = f ist streng monoton fallend

\
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e Wendepunkte und Konvexitat:

(x —1)° = 3(z — 1)*(z + 1)

f (33):—4 (33—1)6
@D -3@+1) (e+4)
B T T

<0 firx < —2 = f ist streng konkav
=  f(z)< =0 firz=-2
>0 firx > —2 = f ist streng konvex

Damit ist x3 = —2 Wendepunkt (Rechts-linkskurve)
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e Es ergibt sich folgendes Bild:

e Bildbereich: |0, oo|
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