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6.4 Fixpunkt-Iteration

Ziel: Iterative Lésung der (nichtlinearen) Gleichung f(x) = 0.
Moglichkeiten:
e Bisektionsverfahren (Intervallhalbierung)

e Newton-Verfahren,

f(xx)
f/(xx)

Xk+1 = Xk — fUFkZO,1,Z,...,

Iteratives Verfahren: Fixpunkt-Iteration mit stetiger Verfahrensfunktion @
und Startwert xg , so dass

X1 = D(xk) firk=0,1,2,...

mit Grenzwert

x = lim Xy 1 = lim O(xg) =0 ( lim xk) — O(x™).

k— o0 k— o0 k— oo
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Grundidee der Fixpunkt-lteration.

Lose statt f(x) = 0 das Fixpunkt-Problem
x = O(x)
mit der Fixpunkt-Iteration

X1 = D(xk) furk=0,1,2,...

Beispiel: Newton-Iteration. Hierbei ist

f(x)

D(x) =x— i)’

ABER: Verfahrensfunktion @ ist im Allgemeinen nicht eindeutig!
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Beispiel.

Suche im Intervall (0,7t/2) die (eindeutige) Nullstelle von

f(x) = 2x — tan(x).

351 y=tan(x)

Losungsmoglichkeiten:
e [teration mit x = %tanx = 04 (x)

e lteration mit x = arctan(2x) = @, (x)
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Ergebnisse der beiden Fixpunkt-lterationen.

e Betrachte lterationen

1
Xkl = ztan(xk) und Yy 1 = arctan(2yy)

e Waihle als Anfangsnaherung in beiden lterationen

xo=12 und yo=1.2

e Beide Iterationen konvergieren im Grenzwert fiir k — oo, aber

lim x, =0 und lim yx = 1.165561185

k— oo k— oo

e Berechne die Iterationen mittels eines Computerprogramms
Bemerkung: Die Konvergenzgeschwindigkeit hangt ab vom Abstand

\Xk+1 — Xk

zweier benachbarter Folgenglieder.
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Definition: Sei (V,|| - ||) ein normierter Vektorraum. Eine Abbildung ® : D — V,
D C V, heiSt Lipschitz-stetig auf D, falls eine Konstante L existiert, so dass

[0() — O(y)| <Ux—y| firallex,y € D.
Die Konstante L nennt man Lipschitz-Konstante. ]
Definition: Eine Abbildung ® : D — V, D C V, heifit kontrahierend, falls ©®

Lipschitz-stetig mit Lipschitz-Konstante L < 1. Man nennt in diesem Fall L die
Kontraktionskonstante von O@. []

Bemerkungen:
e Jede Lipschitz-stetige Funktion ist stetig.

e Falls die Abschatzung
[@(x) =@y <|x—yl|  firallex#y
gilt, so ist @ nicht notwendigerweise kontrahierend. []

Beispiel: Die Betragsfunktion |- |: R — R ist Lipschitz-stetig auf R mit L = 1.
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Satz: Jede C'-Funktion @ : [a,b] — R ist Lipschitz-stetig auf [a,b] mit der
Lipschitz-Konstanten

L=sup{|®(x)] : a <x<Dbl

Beweis: Aus dem Mittelwertsatz folgt

[D(x) — D(y)| =D (&) Ix —y| < Lix —y fir alle x,y € [a,bl.

Beispiele:

e Die Sinusfunktion sin(x) ist Lipschitz-stetig auf R mit L = 1.

e Der Logarithmus log(x) ist Lipschitz-stetig auf [1,00) mit L = 1.

e Die Exponentialfunktion exp(x) ist Lipschitz-stetig auf (—oo,0] mit L = 1.
e Die Exponentialfunktion exp(x) ist nicht Lipschitz-stetig auf [0, co).
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Satz (Banachscher Fixpunktsatz):

Sei (V, || - ||) ein vollstandiger normierter Raum (Banachraum). Weiterhin sei
D Cc V, D # 0, abgeschlossen und ® : D — D eine kontrahierende Abbildung
mit Kontraktionskonstante L < 1. Dann gelten die folgenden Aussagen:

(a) Es gibt genau einen Fixpunkt x* von @ in D, d.h. O(x*) = x*,;
(b) Fiir jeden Startwert xo € D konvergiert die Fixpunkt-Iteration
Xk+1 :(D(Xk) fUrk:O,1,2,...

gegen den Fixpunkt x*;

(c) Es gilt die a priori-Fehlerabschitzung

LTI
e —x°l| < 7 lhet = ol
und die a posteriori-Fehlerabschitzung
L
- |
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Beweis: (b): Sei xo € D beliebig. Dann gilt x,, = ®(xx_1) € D fiir alle k € N.
Somit ist {xk Jken, eine Folge in D, wobei gilt

X471 — Xk || = | @ (xx) — P Oxr—1) || < Lffxe — xx—1]]-
und somit
Ikt — x|l < T xn — x| fir k > n.

Fiir m > n > k ergibt sich daraus

||Xm _XnH — H(Xm —Xm—1) + (Xm—-1 —Xm—2) + ...+ (Xn+1 _Xn)H
m—1 m—1
< ) e = x| < (Z Lan) Xn —xn—1]
k=n k=n
s L
< 2] e —xncll = gl = x|

j=1
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Weiterhin
L Lm
e =l <+ lxn —xn-1 | < 55 %1 = xol:

womit

. . Lm

lim [[x; —Xxn|| = lim |x1 —x0|| = 0.

n— oo n—ooo | — L

{Xk Jken, ist Cauchy-Folge mit Grenzwert x* € D, d.h. limy_, o Xx = x*.
Wegen der Stetigkeit von @ und mit xx ;1 = @ (xi) folgt daraus x* = O(x*).

(a): Angenommen, es gibe einen weiteren Fixpunkt x** € D, mit x* # x**.
Dann folgt der Widerspruch

™ =% = [[@ (™) = @(x7) || < L™ = x| < [ —=x7.

(c): Folgt sofort mit

L xn — x| < —
" el =

%" = xall = T [xm —xul| < Jx1 —xoll
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BEiSpiEl. Berechne Fixpunkt von ®(x) = 0.1 - exp(x) auf D = [—1,1].
Uberpriife zunichst die Voraussetzungen des Banachschen Fixpunktsatzes:
e D ist nichtleer und abgeschlossen;
e esgilt 0 < ®(x) <0.1T-e< 1 undsomit ®(D) C D;
o esgilt |O'(x)|=D(x) <e/10 <1 fir alle x € D;
e somit ist @ kontrahierend auf D mit L=¢/10 < 1.

Damit sind alle Voraussetzungen des Banachschen Fixpunktsatzes erfiillt.
Berechne nun den Fixpunkt x* € D von ®@ mit der Iteration X1 = O(xxk).

Setze xo = 1. Dann bekommt man x; = 0.2718281828 ..., und es gilt

n
e =X = 3P —xol.
Fiir ¢ = 107® bekommt man damit
Ixn — X < € furn > 11.
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