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Die alternierende harmonische Reihe.

Beispiel: Die alternierende harmonische Reihe

1 ——— —In(2) =0.
D (F1)F =7 =n(2) = 0.69314
k=0
fur den Grenzwert der alternierenden harmonischen Reihe. []
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Absolute Konvergenz von Reihen.

Definition: Eine Reihe ) ay heiBt absolut konvergent, falls die Reihe

o0

Z x|

k=0

konvergiert. L]

Beispiel: Die alternierende harmonische Reihe

= 1 T 1 1
Y (=T =

— k41 2 3 4
ist konvergent, aber nicht absolut konvergent, denn es gilt ay = (—1)kk1ﬁ und
s ] 1T 1 =
e — | =1 —
2|0 ‘ 273 + Z
k=0 —
ist die harmonische Reihe, die nicht konvergiert. [l
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Kriterien fiir absolute Konvergenz von Reihen.

Satz: Sei ) , ay eine Reihe. Dann gelten die folgenden Konvergenzkriterien.

o0 mn
(a) Zak absolut konvergent < (Zak> beschrankt;
k=0 k=0 n>0

(b) Majorantenkriterium:

o0 (0,0)
lax| < b A Z by konvergent — Z ayx absolut konvergent;
k=0 k=0

(c) Quotientenkriterium: Sei ax # 0 (Vk > ko).

|ak+1

<g<1l (Vk>kop) — Z ayx absolut konvergent;
3%

k=0

(d) Wurzelkriterium:

Vi <g<1 (Vk > ko) — Z ayx absolut konvergent.
k=0
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Beweis: (a): Die Folge () ,_, Iak\)nzo ist monoton wachsend und daher
genau dann konvergent, wenn sie beschrankt ist.

(b): Mit |ax| < by gilt by > 0 fiir alle k. Somit ist die Reihe Y |, by sogar
absolut konvergent. Nach Teil (a) ist die Folge (), bx) ., beschrinkt. Mit

k=0 k=0 k=0

folgt, dass ()_,_,lax|) beschrinkt und somit nach (a) absolut konvergent ist.

(c): Aus < q (Vk > ko) folgt |ax| < g *°|ay,| per Induktion. Somit:

Ax+1
ax

ko—1 n—Kko ko—1

Z\ak|< Z ] + |a, | Z q < Z \ak|+\ak0\f<oo

fir alle n. Nach Teil (a) ist 3_\._, ax absolut konvergent.
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(d): Aus {/]ax] < q (k > ko) folgt direkt |ayx| < g* fiir alle k > ko. Somit:

ko—1
Z absolut konvergent.
k=0 k=0
|
Bemerkung:
e Das Quotienten- bzw. das Wurzelkriterium ist erfiillt, falls gilt
. a .
lim —1 <1 bzw. lim V]ax| < 1
k—oo Ay k— oo
e Die Reihe ) |, ax ist dagegen divergent, falls gilt
. a
im —1 > 1 bzw. lim v ax| > 1.
k—oo Ay k— oo
]
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Beispiel. Wir untersuchen die Konvergenz der Reihe
i 1
— k(k+ 1)
Es gilt
] ] _k+1-k 1
k k+1 k(k+1) k(k+1)
und daher
i 1 _]_1_|_1_1_|_ _|_1_L_ _#
k:1k(k—|—1)_ 2 2 3 777 ' n n+4+1 n+1°
Daraus folgt
> 1 = 1 1
= i = i l——) =1.
> Kk+1)  nos > Kk+1)  nos ( n+1)
k=1 k=1
Die Reihe ist somit (absolut) konvergent. ]
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Beispiel. Wir untersuchen die Konvergenz der Reihe
=
Z — (re N,r > 2)
kT‘
k=1
Nach dem letzten Beispiel gilt
= — 1 — 1
D S Xt g
k=1 k=1 k=2
< 1+ i ! =1+ E ! <2
k(k—1) k(k+1)
k=2 k=1
fiir alle n € N. Damit ist die Reihe (absolut) konvergent. ]
Einige Grenzwerte (ohne Beweis):
I R R R
k2 6’ k4 90’ ke 945
k=1 k=1 k=1
[]
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Beispiel. Wir untersuchen die Konvergenz der Exponentialreihe

i]i fur z € C.

Anwendung des Quotientenkriteriums ergibt

LK+
(k+1)! 2T Kl 2]
_ _ k
zK zZk (k+1)! k+1 — 0 (k=00
k!

Damit konvergiert die Reihe fiir alle z € C (absolut).

Wir setzen

© K
exp(z) = Z % fir z € C.
k=1 "
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Der Umordnungssatz fiir Reihen.
Sei 0 : Ny — Ny eine beliebige Bijektion (Permutation) auf Ny.

Ziel: Vergleiche die beiden Reihen

> ax und Y a5, (0% =o0(k)
k=0 k=0

Satz: Sei )} .., ax eine absolut konvergente Reihe, und sei o : Nog — Ny eine
beliebige Permutation auf Ny. Dann ist die umgeordnete Reihe Y ", ac,
ebenfalls absolut konvergent, und die Grenzwerte der beiden Reihen stimmen
tiberein, d.h. es gilt

(0, @) (0.@]
E Clk — E ao-k .
k=0 k=0
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Beweis: Fiir m € Ny gilt

m N 00
Y lag, <) lad <) axl,
k=0 k=0 k=0

wobei N € Ny so groB gewahlt sei, dass {0g,01,...,0m} C{0,1,..., N}

Somit ist die Reihe } |~ as, absolut konvergent und es gilt
(0.} 0
S':=) lag,|< ) laxl=S.
k=0 k=0

Nun ist die Reihe Y |, ax eine Umordnung der (absolut konvergenten) Reihe
> rro Go, ., und somit gilt ebenso S < S’. Insgesamt bekommt man S = §'.

Wendet man dies auf die absolut konvergente Reihe Y " (lax|+ ax) an, so

bekommt man
S+Y a=5+)Y an
k=0 k=0

woraus die Behauptung > 7" jax =) ., aq, folgt.
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Multiplikation von Reihen.

Frage: Wie funktioniert das “Ausmultiplizieren” von Reihen?

(i ak) (i bﬂ) =

Produkt von endlichen Summen. Fiir endliche Summen gilt

(ao—l—...—l—am)-(bo—l—...—l—bn):Zak (Zbg) :Zzakbg.
k=0 =0

k=0 {=0

Frage: Gilt
<Z Clk) (Z bg) ; Z akbe.
k=0 0=0 k,0=0

Beachte:
Jedes Indexpaar (k,{) € Ng x Ny auf der rechten Seite tritt genau einmal auf.
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Satz: Die Reihen ) ,° yag und Y " _ b seien absolut konvergent. Weiterhin
sei 0: Ny — Ng x Np, k— (07(k),02(k)) fiir k € Ng, eine bijektive Abbildung.
Dann ist die Reihe Z?:o Qg (k) Vo, (k) absolut konvergent und es gilt

Z Ao, (k) Po, (k) = <Z Cle) (Z bm) :
k=0 {=0 m=0

Beweis: Fiir n € Ny und fiir hinreichend groBes N € Ny gilt

n N 00 00
S Jags (obes <53 Jacl o < (Z) ( 5 bm) oo
k=0 (=0 m=0 (=0 m=0

Somit ist die Reihe } " 4 @, (k)bo, (k) absolut konvergent, und ihr Grenzwert

N

m=

ist nach dem Umordnungssatz unabhangig von der Permutation 0 = (07, 02).
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Zur Berechnung des Grenzwertes wahlt man eine spezielle Reihenfolge

ok){0 1 2 3
o (0 3 8 15
1 1 2 7 14
2 |4 5 6 13
3 |2 10 11 12

Fiir N=(n+1)> —1, mit n € Ny, bekommt man

Z am(k)baz(k) = (Clo + aj —I—...—I—Cln)(bo + by —|-...—|—bn),

und somit
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Das Cauchy-Produkt von Reihen.

Weiterer Spezialfall: Nummerierung entlang der Diagonalen

ok)|]0 1 2 3
o |0 2 5 9
1 1T 4 8 13
2 |3 7 12 18
3 |6 11 17 24

Man erhdlt damit das Cauchy-Produkt der (absolut konvergenten) Reihen:

(5o (5) = Z(&ee)

= aobo + (apby + aibo) + (apbz + arby + azbg) + ...
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Anwendung des Cauchy-Produkts.
Fir die Exponentialfunktion

00
Zk

exp(z) = — (z € C)
— k!

gilt die Funktionalgleichung
exp(z +w) = exp(z) exp(w)
Begriindung: Die obige Reihe exp(z), z € C, ist absolut konvergent. Damit folgt

explz) exp(w) = (i;)( ) ZZk,n ]

il(i )
5

— exp(z +w). ]

:3\—
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