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Beispiel.

Gegeben sei die Folge (an)neny mit

an:i=vVn2+5m+1—n

Es gilt

(Mm% +5n+1)—n? = (\/n2—|—5n—|—1 —n) (\/n2—|—5n—|—1 —I—n),

woraus folgt

]
o _(m45nt1)-n? 51+ 1 B >+
T V2 mFl4n Vn2Hom+14n 5 1
T+ =+ — +1
n n
und somit

. 5+0 5
im a, = —

n—o0 VIF0+1 2
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Der Satz von Bolzano-WeierstraB.

Satz (Bolzano-Weierstraf):
Jede reelle beschrankte Folge besitzt eine konvergente Teilfolge.

Beweis: Sei (a,)nen eine reelle beschrankte Folge. Dann gibt es ein Intervall
A, B] mit Vn:a,, € [A, B]. Betrachte nun die folgende Bisektionsmethode.

A1 ::A;
B1 I:B;
FOR k=1,2,3,...

C:=(Ax +By)/2

IF {n|a, € [Ax, Cl} unendlich THEN
Axi1:=Ax; Byyr:=C;

ELSE
Ax+1:=C; Byy1:=By;
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Beobachtung: Die Folgen (Ayx) und (By) bilden eine Intervallschachtelung,
d.h. Vk:Ax < By, und es gibt einen gemeinsamen Grenzwert

&= lim Ay = lim Bxg.
k— o0 k— o0
Definiere nun eine Teilfolge (a,, ) von (a, ) wie folgt.
e Setze nq :=1;

e FORk=2,3,4,...
wahle ny > nk_1 mit an, € [Ak,Bk].

Wegen
Ax < an, < By, fur alle k € N,

gilt dann limy_,  a,, = €. H

Definition: Sei {a,,, }xen eine konvergente Teilfolge einer Folge (an)nen. Dann
wird der Grenzwert der Teilfolge {an, jxen als Haufungspunkte der Folge
(an )nen bezeichnet. O
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Das Cauchysche Konvergenzkriterium.

Satz: Der Kérper R ist vollstandig, d.h. jede reelle Cauchyfolge konvergiert.

Beweis: Zeige, dass jede Cauchyfolge beschrankt ist: Fiir n und N = N(¢€) gilt

lan| =lan —an + an| < |an —an| 4+ an| < € + |an]

Nach dem Satz von Bolzano-WeierstraB besitzt (a,, ) einen Haufungspunkt &.
Dann gilt fir m,nyx > N(e/2):

|am_£’ — |am_ank‘|‘ank_€|
£ €
< lam_ank/“F |\ank_£j| < z‘|‘z:€
Cauchyfolge Haufungspunkt
|
Notation:
liminf a,, = kleinster Haufungspunkt, limsup a,, = groBter Haufungspunkt.
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4.2 Konvergenz in normierten Vektorraumen

Beispiel. Betrachte den Vektorraum C[0, 1] aller stetigen Funktionen auf [0, 1].

Fiir jedes n > 2 liegt die Funktion

(

nx fiir x € [0, 1/n];
fn(x) =< 2—mx firx e [1/n,2/n: f ()
L 0 fir x € [2/n,1];
in C[0, 1], d.h. f,, € C[0, 1] fiirallen > 2. 0 '1/n ” -

Der Graph von f, (x).

Beobachtung: {f,,},,>> bildet eine Folge von Funktionen in C|0, 1].
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Wie sieht es mit der Konvergenz von f,, in C[0, 1] aus?
Fall 1. Verwende die Euklidische Norm || - ||2. Dann gilt

a2 :J

und somit ||f,,||2 < 1/y/n fiir n > 2. Die Folge {f;,}n>2 ist somit beziiglich der
Euklidischen Norm eine Nullfolge in C[0, 1], d.h. {f;,}n>2 konvergiert gegen Null.

1 1/n 2/n

‘ 2
(Z—nx)dx—l—J Odx =...

nxdx—l—J I
2/n 3n

fo(x)dx = J

0 0 1/

Fall 2. Verwende die Maximumnorm || - || . Dann gilt
[fnlle = max [fn(x)] =1, fir allen > 2,
x€[0,1]

und es gibt keine stetige Funktion f € C[0, 1] mit |[f,, — f||cc — O fiir n — oo.

Somit divergiert die Folge {fn}n>2 in C[0, 1] beziiglich der Maximumnorm.

Fazit: Die Konvergenz einer Folge (an)n ist im Allgemeinen nicht nur abhingig
vom zugrunde liegenden Vektorraum V, sondern auch (und vor allem!) von der

verwendeten Norm || - ||. ]
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Konvergenz in endlichdimensionalen Vektorraumen.

Bemerkung: In endlichdimensionalen Vektorraumen ist die Konvergenz
(und der Grenzwert) einer Folge jedoch lediglich von dem jeweiligen Vektorraum
abhangig, nicht von der zugrunde liegenden Norm.

Satz (Normiquivalenzsatz): Sei V ein endlichdimensionaler Vektorraum, und

seien || - || und || - || zwei Normen auf V. Dann gibt es Konstanten C,C" > 0 mit
Clvl| < |v])” < C|vl], fiir alle v €'V,
d.h. die beiden Normen || - || und || - ||" sind &quivalent aufV. ]

Fazit: Eine Folge (a,, ), die in einem endlichdimensionalen Vektorraum V
beziiglich einer Norm || - || in V gegen einen Grenzwert a € V konvergiert,
konvergiert ebenso beziiglich jeder anderen Norm || - ||" in V gegen a. ]

e Beispiele fiir endlichdimensionale Vektorraume: R, C,R™ C™.

¢ Beispiel fiir einen unendlichdimensionalen Vektorraum: Cla, b].
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Konvergenz von Folgen im R".

Folgerung: Eine Folge (x,n) im R™ konvergiert genau dann, wenn alle n

Koordinatenfolgen (Xng))meN, j=1,...,mn, in R konvergieren. Der Grenzwert

der Folge (x,,) ldsst sich komponentenweise berechnen.
Beweis: x;,, — x ist aquivalent zu
Ixm —xX[lo 20 &= VI<i<n:ik™ —x—=0, m— oo

)

und somitx§m — X5, m — o0, firallej=1,... ,n. ||

Beispiel: Fiir die Folge (x,,), gegeben durch

] 1 242 !
xm:<—,1—|—exp( ))m il m+3) e R3 fir meN.
m m

2m? — 1

gilt
lim x,, = (0,2,1/2)" € R3.

m— oo
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Konvergenz in endlichdimensionalen Vektorraumen.

Folgerung: In endlichdimensionalen Vektorraumen gilt
e das Cauchysche Konvergenzkriterium:

Ja : a, — a(m— o)

& Ve>0 IN=N(¢g) : myn>N : |Jan, —an|| < ¢

e der Satz von Bolzano-Weierstraf3:

Jede beschrankte Folge besitzt eine konvergente Teilfolge.

Beispiel: Fiir a,, :=z™, z € C gegeben, gilt

zl >1 =— |an| = |z|™ unbeschrankt — (a,,) divergent;
zZl <1 = Jau/=zZ"—>20(n—00) = Ilim z™ =0.

n—oo
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4.3 Konvergenzkriterien fiir Reihen

Definition: Sei (an)nen,, an € R (oder a,, € C), eine reelle (komplexe) Folge.
Dann heiBt die Folge (sn)nen,, definiert durch

mn
sn:Zak, fiirn € Np,

eine Reihe in R (bzw. in C). Die Folgeglieder s,, der Reihe (sy,) werden als
Partialsummen bezeichnet. Falls die Folge (s..) der Partialsummen konvergiert,
d.h. die Reihe konvergiert, mit einem Grenzwert s, d.h. s,, — s (n — o0), so
schreibt man
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Einige Konvergenzkriterien fiir Reihen.

Satz (Unmittelbare Konvergenzkriterien fiir Reihen):

(a) Es gilt das Cauchysche Konvergenzkriterium

m
D o

Zakkonvergent & Ve>0 dN:m,n > N:

< &
k=0 k=n

(b) Es gilt die notwendige Bedingung

Z ay konvergent — Iim ax =0

k— o0

k=0
Beweis:
e Teil (a) folgt unmittelbar aus dem Cauchy-Kriterium fiir Folgen.
e Teil (b) folgt aus Teil (a) fiir den Spezialfall m = n. H
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Satz (Weitere unmittelbare Konvergenzkriterien fiir Reihen):

(c) Seien > ay, > by konvergente Reihen. Dann konvergieren die Reihen
> (ax +bx) und ) (Aay), und es gilt

D (a+b) = ) ax+) by
k=0 k=0 k=0

D (Aa) = A) a

k=0 k=0

(d) Es gilt das Leibnizsches Konvergenzkriterium: Eine alternierende
Reihe der Form 3 (—1)%ay, ax > 0, deren (nicht-negativen) Folgeglieder
ax eine monoton fallende Nullfolge bilden, konvergiert, und es gilt

2n—1 00 2n
D (Dfar < ) (Drar <) (1) fax
k=0 k=0 k=0
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Beweis: Teil (c) folgt direkt aus der Linearitat der Grenzwertbildung fiir Folgen.
Zu Teil (d): Fiir die Reihen

2n—1 2n
Uy = Z (=1 *ax  und v, = Z(—])kak
k=0 k=0
gilt
WUn 41 = Up + ((1211 — aZn—i—]) > Un
Vn+1 = Vn — (a2n—|—1 — aZn—|—2) < Vn
Vn = Up +0d2n = Up
Vn—Un = ayn — 0 (m— o).

Somit bilden die Folgen (1, ), (v ) eine Intervallschachtelung, konvergieren
gegen einen gemeinsamen Grenzwert, und es gilt

(0@

Un < Z(_1)kak < Vn. H
k=0
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Die geometrische Reihe.
Beispiel: Fiir x,y € C gilt

m
x™—y™ = (x—y) Yy x™ Iy
j=1
Insbesondere mit m=mn—+1,x=1undy =q € C gilt

n 5 ]_qn+1
k=0

fiir die Partialsummen der geometrischen Reihe Y g*. Daraus folgt, dass

e die geometrische Reihe fiir |g| < 1 konvergiert mit Grenzwert
> ]
Z qk — ] —(
k=0

e die geometrische Reihe fiir |q| > 1 divergiert. H
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Die harmonische Reihe.

Beispiel: Die harmonische Reihe

Sl
k 2 3 4
k=1
divergiert, denn es gilt
ML, L ] — m—mn+1
LxFim T ms T e

und somit ist das Cauchy-Kriterium

o0 m
Zak konvergent <= Ve>0 dN:m,n > N: Zak < €
k=0 k=n
fur € < 1 verletzt. H
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