KAPITEL 3: KONVERGENZ VON FOLGEN UND REIHEN

TUHH

Rechenoperationen mit Folgen.

Die Menge aller Folgen in V bildet einen Vektorraum, VN fiir den die Addition

und skalare Multiplikation wie folgt definiert sind.

(an)neN + (bn)nen = (an +bn)nen

7\( an)nEN = (}\an)nEN

Rekursion und lteration.

Folgen lassen sich rekursiv beschreiben durch
ang1 := DN, an), firn e N,

wobeli
O:NxV -V

eine bestimmte Iterationsvorschrift bezeichnet.
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Das Bisektionsverfahren (Intervallhalbierung).

e Ziel: Bestimme eine Nullstelle einer stetigen Funktion f : [a,b] — R.

e Voraussetzung: f(a) - f(b) < 0.

e Iteration: Definiere zwei Folgen (un )nen, und (vn)nen, rekursiv mit den
Startwerten (up,Vvo) = (a, b) und der folgenden lterationsvorschrift.

FORn=12,...
X = (Un_1+Vn_1)/2
IF f(x) = 0 THEN RETURN
IF (f(x) - f(vn—1) < 0) THEN

Un = X) Vn = Vn_1,

Un ‘= Un_1, Vn =X,

OUTPUT: x mit f(x) = 0, Nullstelle von f in [a, b].
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Beispiel. 1:[1,2] 5 Rmit f(x) =x2—2, a=1und b =2.
Beachte: f(v/2) =0, d.h. V2 = 1.4142 13562 ... ist Nullstelle von f.

Un Vn

1.0000 00000  2.0000 00000
1.0000 00000  1.5000 00000
1.2500 00000  1.5000 00000
1.3750 00000  1.5000 00000
10 | 1.4140 62500 1.4150 39063
20 | 1.4142 13181 1.4142 14134
30 | 1.4142 13562 1.4142 13562

w N = o |3

Y

Graph von f(x) = x? — 2.

Beobachtung: Das Bisektionsverfahren konvergiert relativ langsam!
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Das Newton-Verfahren.

e Ziel: Bestimme eine Nullstelle einer differenzierbaren Funktion f : [a, b] — R.

e Verwende Newton-Iteration:

el = T )
n

mit Startwert xo.

Bemerkung: Verfahren konvergiert, falls xo nahe bei einer Nullstelle von f liegt.
Beispiel: Fiir f(x) = x? —2 und xo = 1 erhilt man

n| oo 1] 2 3 4]
tn | 1.0000 | 1.5000 | 1.4166 66667 | 1.4142 15686 | 1.4142 13562 | -

Erinnerung: f(v/2) =0, d.h. /2 = 1.4142 13562 ... ist Nullstelle von f.
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Konvergenz von Folgen.

Definition: Sei (a, )nen eine Folge in einem normierten Vektorraum V.
Dann heiBt

® (an,Jjen firmy € Nmit1 <n; <n; <... eineTeilfolge von (an)nen.

e die Folge (an )nen beschriankt, falls es ein C > 0 gibt mit
VneN:|a,| <C.
e die Folge (an)nen konvergent mit Grenzwert (Limes) a € V, falls
Ve>0:dN=N(¢) e N:Vn > N:|a, —a| <.

Eine nicht-konvergente Folge heit divergent.

e die Folge (an)nen Cauchy-Folge, falls
Ve>0:GN=N((e) e N:Vn,m > N:|la, —anl| < ¢.
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Satz: Sei (an )nen eine Folge in einem normierten Vektorraum. Dann gilt:
(a) (an) konvergent = (a,,) beschrankt;
(b) (an) konvergent = (ay) Cauchy-Folge;

(c) Falls (an,) konvergiert, so ist der Grenzwert von (a, ) eindeutig bestimmt.

Beweis von (a): Sei (a,,) konvergent mit Grenzwert a. Dann gilt fiir
vorgegebenes ¢ > 0 die Abschatzung

lan]| = |lan —a+al| < |lan — a|| + ||a]| < e+ ||a]] fiir alle n > N(e).
Damit ist die Folge (a, ) beschrankt mit der Konstanten
C= max{|\a1 ||> Ha2|l> IR HaN—1 H) ||(1H + 8}-

Also
VneN:|a,| <C.
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Beweis von (b): Sei (a,,) konvergent mit Grenzwert a. Dann gilt fiir
vorgegebenes ¢ > 0 die Abschatzung

||an_am|| — ||an—a—|—a—amH
< llan—al[+llam—al|< S+ E=¢

fur alle n,m > N = N(¢e/2) ]
Beweis von (c): Sei (a,) konvergent mit verschiedenen Grenzwerten a und @.
Dann gelten fiir ¢ > 0 die Abschatzungen

|lan —al| < e fiiralle n > N(e)

lan —d|| <& fiir alle n > Ne)
Somit folgt fiir n > max{N, N} die Ungleichung
la—df =fla—an+an—a < lan —af + [Jan — @] < 2e.

Da dies fiir jedes ¢ > 0 gilt, folgt a = a im Widerspruch zur Annahme a #a. B
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Notationen.

Fiir eine konvergente Folge (a,,) mit Grenzwert a schreiben wir

lim a, = a oder a, — a (n— oo).
n— oo

Uneigentliche Konvergenz ...

... bzw. Divergenz gegen den uneigentlichen Grenzwert +occ.
Fiir reelle Folgen definieren wir zusatzlich

im a, =00 <— VC>0:dNeN:Yn>N:a, >C

n—oo

Iim a, =—oc0 <= VC>0:dNeN:VYn>N:a,<—-C

n—oo
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Bemerkungen.
Die Umkehrung der Aussage im Satz, Teil (b),

(an) Cauchyfolge — (an) konvergent

gilt nur in gewissen normierten Raumen, namlich in

vollstandigen Raumen bzw. Banachraumen.

Einen vollstandigen Euklidischen Vektorraum nennt man

Hilbertraum.

Beispiele:
e fiir vollstandige Raume: (R, |- ), (C,| 1), (R™, |- ), (Cla,bl,|| - ||co);

e fiir einen nicht vollstdndigen Raum: (Cla, b], || - ||2).
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Satz: Seien (a.) und (b, ) zwei konvergente Folgen. Dann konvergieren die
beiden Folgen (an, + by) und (Aay) fir A € R (bzw. A € C), wobei gilt

(3) limn 00 (@n +bn) =limp e an + limy o0 by,

Beweis: Sei a = limj_o 0y und b = limy_, o by, d.h. a sei Grenzwert von
(an,) und b sei Grenzwert von (b, ).

(a): Fir n > max{N;(e/2),N2(e/2)} gilt

€ €
[(an +bn) = (a+Db)|| < |lan —af + |[bn —b|| < 5 + 7 = €.

(b): Sei A #£ 0. Dann gilt fiir n > Ny(¢/|A|) die Abschitzung
£ -
W
Der Fall A = 0 ist trivial. |

Nan —Ad| =N - [lan —al| < N— = ¢
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Konvergenzgeschwindigkeit.

Definition: Sei (a,, ) eine konvergente Folge mit Grenzwert a.

(a) Die Folge (a,) heiBt (mindestens) linear konvergent, falls eine
Konstante 0 < C < 1 und ein Index N € N existiert mit

vn 2> N:lanyr —af < Cllan — af

(b) Die Folge (an) heit (mindestens) superlinear konvergent, falls es eine
nicht-negative Nullfolge C,, > 0 gibt mit lim_, o C,, =0, so dass

vn:flans —afl < Cullan — af

(c) Die Folge (a,) heilt konvergent der Ordnung (mindestens) p > 1, falls es
eine nicht-negative Konstante C > 0 gibt mit

vn:flanst —alf < Cllan — af”.
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4 Konvergenz von Folgen und Reihen

4.1 Konvergenzkriterien fiir reelle Folgen

Definition: Eine reelle Folge (an )nen heiBt

monoton wachsend <= VVn<m:a, < aq,
streng monoton wachsend <= Vn<m:a, < anm

nach oben beschriankt <= dCeR:Vn:a, <C
Analog definiert man die Begriffe

monoton fallend <= Vn<m:a, > am
streng monoton fallend <= Vn<m:a, > am

nach unten beschrankt <= dCeR:Vn:a, >C
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Satz: Eine monoton wachsende, nach oben beschrankte reelle Folge (an )nen ISt
konvergent mit Grenzwert
lim a,, =sup{a,|n &€ N}
n—oo

Beweis: Sei (a,,)nen nach oben beschrankt. Dann gilt

s = supf{an |n € N} < oo.

Sei nun ¢ > 0 gegeben. Dann existiert ein N = N(¢) mit

s—e<an <s

Die Folge (an )nen ist monoton wachsend, also folgt
s—e<an <ap<s Vn>N,

d.h.
s—anl<e Vn>N=N()
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Folgerung (Prinzip der Intervallschachtelung):
Sei (an )nen €ine monoton wachsende reelle Folge und (by )nen €ine monoton

fallende reelle Folge mit

a, < b, fiir alle n € N.

Dann sind beide Folgen konvergent. Gilt weiterhin

lim (a, — b, ) =0,

n— oo

so haben (an)nen und (b )nen denselben Grenzwert, d.h. es gibt ein & € R mit
&E= Ilim a, = lim by,.
n—oo n—oo

Weiterhin gelten in diesem Fall die Fehlerabschatzungen

‘an_a S |bn_an| Und ‘bn_a S |bn_an-
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Beispiel.
Definiere fiir 0 < a < b zwei Folgen (a,,) und (by) rekursiv durch
ap = a bp = Db
Anil = a,,bn bny1 = (an+bn)/2 firn>0.

Die Folgen (a,) und (b, ) bilden Intervallschachtelung, und es gilt

bn_an

2

(bn+1 — an+1) <

Der gemeinsame Grenzwert von (a,) und (by)

im a, = lim by,
n—oo n—oo

heift arithmetisch-geometrisches Mittel von a und b.
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Die Bernoullische Ungleichung.

Es gilt
Vx> -1, neN:(14+x)" > 14 nx,

wobei Gleichheit nur fiir n = 1 oder x = 0 gilt.

Beweis: vollstandige Induktion.

Die Geometrische Folge.
Sei (an )nen reelle Folge mit a,, := q™ fiir g € R. Dann gilt

q>1 : limpi gt =400 (q"=0+(q-T1)">1+n(q—1))
q=1 : lim o q" =1
. . n __ n __ 1 1
—1<qg<0 : limpseq™=0 (g™ =Iq™)

q=-—1 : (gq™) beschrankt, aber nicht konvergent (q™ € {—1,1})

q<-—1 : (gq™) divergent, kein uneigentlicher Grenzwert
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Weitere Rechenregeln.

Satz: Seien (an )nen und (b )nen konvergente reelle Folgen. Dann gilt

(a) liMmnooo(@n - br) = (limpoo an) - (limno o by

a, lim an
(b) V1i:by £0 A limne bn 0 = limn_ e (E) ~ mm -
n—oo

(c)Vn:an, >0 A meN = limp_.p Van = VIimn e an

Beweis: Seien (a,)neny und (b )nen zwei konvergente Folgen mit

im a, =a und im b, =D
n—oo n—oo
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Beweis von (a): Fiir e > 0 und n > N = N(¢) gilt

la,b, —ab] = |aybn —a,b+ a,b— ab]
< lan| /by —bl+1bl:|an — a
< Cq-|lbn—0bl+ bl |an —d
< (Cq+bl)e

Beweis von (b): Da b, # 0 und b # 0 existiert eine Konstante Cy, > 0 mit

Cy < |bnl fur alle n € N.
Damit gilt
] ] b—b ] ]
bn D bnb [bnl - [bl Cyp - |b|

fiir hinreichend groBe n > N = N(¢).
Nun folgt die Aussage in Teil (b) direkt aus Teil (a), denn es gilt 1/b,, — 1/b.
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Beweis von (c): Wir setzen hierzu folgenden Satz voraus.

Satz: Zu a > 0 und m € N existiert genau eine Zahl w > 0 mit w™ = a. Diese
Zahl wird mit w = %a bezeichnet.

Fall 1: Sei (a,,) eine Nullfolge und ¢ > 0 vorgegeben.

an < e™ Vn>N(E™m)

Daraus folgt
0< Wa, < ¢

und daher wa, — 0 fir n — oo.
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Fall 2: Sei a > 0. Verwende die Identitat
m
(x—y) ) x™ Iy
j=1
= (x—vy)- (xm_1yo +xm 2yl 4L —I—xoym_1)
_ meO _|_Z(m—1y1 4. _|_X1ym—1 _Xm—1y1 . X1ym—1/ XOym
— xMm _ym -
Setze nun x = /a,, und y = ¥/a. Dann folgt fiir ¢ > 0 und n > N(¢):
lan —al
va, — Va| =
Ve ’ (an)™ T+ (Ya)m T
< ‘an o (1|
— (Wa)m
< C-¢ |
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