UH
A KAPITEL 1: AUSSAGEN, MENGEN, FUNKTIONEN TUHH

Surjektive, injektive und bijektive Funktionen.

Definition. Sei f : M — N eine Funktion.

Dann heiBt f surjektiv, falls die Gleichung f(x) =y fiir jedes y € N
mindestens eine Losung x € M besitzt, d.h.

Vye N dxe M:y=1f(x).

Weiterhin heiBt f injektiv, falls die Gleichung f(x) =y fiir y € N hochstens
eine Losung x € M besitzt, d.h.

Vx1,x2 € M:f(x1) =f(x2) — x71 =x2.

SchlieBlich heiBt f bijektiv, falls f injektiv und surjektiv ist. L]
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Beispiele.
f:R — [0,00), f(x) = x? f:R— R, f(x) =x>
surjektiv, nicht injektiv. bijektiv.

f:R — [0,00), f(x) = exp(x) f:R — [0,00), f(x) = exp(—x?)
injektiv, nicht surjektiv. weder injektiv noch surjektiv.
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Bemerkungen.

e Eine injektive Funktion f: M — N lasst sich invertieren, denn zu jedem
y € f(M) existiert genau ein x € M mit y = f(x).

e Fiir eine injektive Funktion f: M — N wird deren Umkehrfunktion
f=1:f(M) — M definiert durch

f~1(y) =x fiiry e f(M), wobei f(x) =y.
e Falls f: M — N bijektiv ist, so gilt f(M) =N und f~T(N) =M, d.h.
f !
M—N und N — M.

Beispiel.

e f:[0,1] — [0, 1], definiert durch f(x) = x?.

o f1:[0,1] — [0,1] mit fT(x) = /x.

e Dann: f1(f(x)) = 1(x2) = vVx2 = x fiir alle x € [0, 1].
e Ebenso: f(f~1(x)) = f(v/x) = (v/x)? = x fiir alle x € [0, 1].
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A KAPITEL 1: AUSSAGEN, MENGEN, FUNKTIONEN
Bemerkung und Beispiel.
Sei f: M — N eine reellwertige injektive Funktion einer reellen Variablen,
d.h. M, N C R. Dann erhilt man den Graphen der Umkehrfunktion f~' aus
dem Graphen von f durch Spiegelung an der Diagonalen x = vy.
Konstruktion der Umkehrfunktion.
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Komposition von Funktionen.

Definition: Seien f: M — N und g : N — P Funktionen. Dann ist die
Komposition gof von f und g eine Funktion, definiert durch

gof:M—P (gof)(x) =g(f(x)), firxe M.
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TUHH

Eigenschaften von Kompositionen.

e Assoziativitat. Fiir Funktionen f: M — N, g: N —- P, h:P — Q gilt

ho(gof)=(hog)of
e Kompositionen sind im Allgemeinen nicht kommutativ, d.h.
gof#fog.

Gegenbeispiel: Seien f, g : R — R Funktionen, definiert durch

f(x) = x%+42x,
glx) = x+1.
Dann folgt
(gof)(x) = gx*+2x)=x>+2x+1=(x+1)?,
(fog)(x) = flx+1)=x+1)"+2(x+1)=x*+4x+3,

und somit gilt gof #foqg.
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Die symmetrische Gruppe.
Definition: Sei M eine nichtleere Menge. Dann heiBt die Menge

S(M) ={f: M — M| bijektiv }

die symmetrische Gruppe von M. Die symmetrische Gruppe S(M) enthilt die
Identitat idpm : M — M, definiert durch ida(x) = x fiir alle x € M. H

Die symmetrische Gruppe S(M) von M erfiillt die Gruppenaxiome.

(G1) Es gilt das Assoziativgesetz
ho(gof)=(hog)of fur alle f,g,h € S(M).
(G2) Die Identitat idpq ist das neutrale Element in S(M), d.h. es gilt
foidpy =idpmof ="~ fur alle f € S(M).
(G3) Jede Funktion f € S(M) besitzt ein Inverses f~! € S(M) mit
fof '=f'of=idw  firalle f € S(M).
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Elementare reelle Funktionen.

e Affin—-lineare Funktionen:

f(x) =a;x+ag fir ap,a; € R.

3

25

2k

151
1k : : . g
051 / o
0 >
-1 I I I

I I I I
-25 -2 -15 -1 -0.5 0 0.5 1 15 2 25

Die affin-lineare Funktion
f(x) =2x + 1.
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e Polynome:

f(x) =anx" +an1x™ " +---+aix+ay firag,...,an € R mit ay #0.

200

T T T T T T T T
100{ /
>

0

-100 -

-200 -

-300

—-400 -

-500 -

—-600 -

~700 I I I I I I I I
-10 -8 -6 -4 -2 0 2 4 6 8 10

Das kubische Polynom
f(x) = 0.5x3 —2.7x* — 7.1x + 1.5.
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A KAPITEL 1: AUSSAGEN, MENGEN, FUNKTIONEN TUHH
e Die Exponentialfunktion: f(x) = a* fiir Basis a € R.
Speazialfall: Basis e, wobei die Eulersche Zahl e definiert ist durch
0
1
e= ) — =2.7182818284590452353. ..
n!
n=0
Die Exponentialfunktion f(x) = exp(x) = e*.
Es gilt die Funktionalgleichung
a*tV =a*.a¥ firalle x,y € R.
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e Der Logarithmus, Umkehrfunktion der (injektiven) Exponentialfunktion,

f(x) =log,(x): (0,00) = R fiir Basis a > 0.

Spezialfall: Basis e, log(x) = log.(x), der natiirliche Logarithmus.

/

Der natiirliche Logarithmus f(x) = log(x).
Es gilt die Funktionalgleichung

log (x-y) =log,(x) + log,(y) fur alle x,y > 0.
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Trigonometrische Funktionen.

sin : [0,27) — [—1,1] (Sinus)

cos : [0,2n) —» [—1,1] (Cosinus)
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Der Einheitskreis. sin: [0,2m) — [—1,1];
{(x,y) e R?|x* +y* <1} cos : [0,2m) — [—1,1].
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M KAPITEL 1: AUSSAGEN, MENGEN, FUNKTIONEN TUHH
Eigenschaften trigonometrischer Funktionen.
e Fiir alle @ € [0, 27) gilt
sin (@) + cos? () = 1.
e Symmetrie:
sin(—¢p) = —sin(p) fur alle @ € [0, 2m)
cos(—¢p) =  cos(p) fur alle @ € [0, 2m7)
e Periodizitat:
sin(p) = sin(¢@ 4+ 27)
cos(qp) = cos(¢ + 2m)
somit sind Sinus und Cosinus auf ganz R definiert,
sin:R— [—1,11 und cos:R — [—1,1].
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o] KAPITEL 1: AUSSAGEN, MENGEN, FUNKTIONEN TUHH
Weitere Eigenschaften trigonometrischer Funktionen.
o Wertetafel:
@, n/6 | /4 | /3 | /2
sin @ 1/2 | V2/21V3/2] 1
CoSs @ V3/2 | V2/2| 1)2 0
e Additionstheoreme: Fiir alle &, p € R gilt
cos(x+ ) = cosocosfp —sinasinf3
sin(dx + ) = sinacosf3+ cosasinf3
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2 Zahlenbereiche

2.1 Natiirliche Zahlen

Die Menge
N={1,2,3,...}
der natiirlichen Zahlen wird formal durch die Peano-Axiome definiert:
(A1) 1 eN;

(A2) ne N=—=mn+1eNfirallen eN;
(A3) n#m=—=n+1#m+1firallen,meN;
(AA) neN=n+1#1firalleneN,;
(A5) Fiir A C N gilt das Vollsténdigkeitsaxiom:

JeAAN(M:MmeA=(n+1) €Al — A =N.

Bemerkung: Die Nachfolgeabbildung n — m + 1 ist injektiv.
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Beweisprinzip der vollstandigen Induktion.

Dabei ist die Giiltigkeit einer Aussage A(n) fiir alle n € N zu beweisen,

d.h. es ist zu zeigen
YneN:An),

wobei A(n) eine Aussageform ist, die von n € N abhangt.

Beweisschritte der vollstandigen Induktion.

(11) Induktionsanfang: n =1
Zeige A(1);

(12) Induktionsannahme:
Es gelte A(n);

(13) Induktionsschluss: n — n + 1
Zeige die Implikation A(n) = A(n+1).

Falls Schritte (11)-(13) durchfiihrbar, so gilt die Aussage A(n) fiir alle n € N.
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UH'-"-" KAPITEL 2: ZAHLENBEREICHE TUHH
Beispiel 1.
Bestimme die Anzahl t,, der Teilmengen einer n-elementigen Menge
ATL :{a1,...,an}.
Vorgehen: Betrachte zunichst kleinen € N, zB. n=1,2, 3.
e n = 1: Die Menge A7 = {aj} besitzt nur die Teilmengen 0,{a;}.
Somit t; = 2.
e n = 2: Die Menge A, ={ay, a,} besitzt die vier Teilmengen
0,{ar},{az},{a1, az},
und somit gilt t, = 4.
e n = 3: Die Menge A3 ={aj, ay, az} besitzt t3 = 8 Teilmengen.
Vermutung: Es gilt t, = 2™ fiir alle n € N.
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Satz: Eine n-elementige Menge A, ={aq,...,an} besitzt t,, = 2™ Teilmengen.

Beweis: durch vollstandige Induktion iber n.

e Induktionsanfang (n = 1): Es gilt t; =2 = 21,

e Induktionsannahme: Es gelte t,, = 2™ fiir n € N.

e Induktionsschluss (n — n+1):

Zu zeigen: An1 =1{aj,...,an, dne1) hat tae1 = 2™ Teilmengen.

Schreibe P(A) = K7 UK, fiir die Potenzmenge von A, 1, wobei

T e Ky —= Anyt €T
T eK, — ani1 €T

Nach Induktionsannahme besitzt K; genau t,, = 2™ Elemente.

Ebenso besitzt K, nach Induktionsannahme t,, = 2™ Elemente.

Weiterhin gilt Ky N Ky = () nach Konstruktion.

Somit hat P(A) insgesamt tn11 =ty + tnh = 2™ + 2™ = 2™*! Elemente. |
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i KAPITEL 2: ZAHLENBEREICHE TUHH

Beispiel 2.

Bestimme die Anzahl p,, der verschiedenen Anordnungen (Permutationen) fiir
die Elemente einer n-elementigen Menge A,, ={1,...,n}.

Vorgehen: Betrachte zunichst kleinen € N, zB. n=1,2, 3.

e n = 1: Das Element in A; = {1} besitzt nur eine Anordnung, (1).
Somit p; = 1.

e n = 2: Fiir die Elemente in A, ={1,2} gibt es zwei Anordnungen,
(1,2),(2,1).
Somit gilt p, = 2.
e 1 = 3: Fiir die Elemente in A3 ={1, 2, 3} gibt es sechs Anordnungen,
(1,2,3),(1,3,2),(2,1,3),(2,3,1),(3,1,2),(3,2,1).
Somit gilt p3 = 6.

Vermutung: Esgilt p,, =n!:=1-2-...-nfirallen € N.
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Satz: Es gibt p,, = n! Permutationen fiir das n-tupel (1,2,...,1n).

Beweis: durch vollstandige Induktion iber n.

e Induktionsanfang (n =1): Es gilt p; = 1.

e Induktionsannahme: Es gelte p,, = n! fiirn € N.
e Induktionsschluss (n — n+1):

Es gibt nach Induktionsannahme je n! Permutationen fiir die (n + 1)-Tupel

( )

(11,40, i1, i, 1),
(11,12, in1, 4+ 1,i0),
< : > 11,...,1n €{1,...,n} paarweise verschieden.
(i1, n+ T,12,...,in—1,1n),
. (111,10, s, i)
und somit gilt ppy =nl+...+nl=Mnm+1).- nl=Mn+1) |
(n—l—v)—fach
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Folgerung: Eine n-elementige Menge {a1, ..., a,} besitzt genau
n n!
— , fUrn,mEN020§m§n>
m m!(n —m)!

m-elementige Teilmengen. Dabei setzt man 0! = 1.

Beweis: Es gibt n! Permutationen von (ai,..., a,), bezeichnet mit
(ai,,...,aq,. ), wobei {i1,...,in} ={1,...,n}
Betrachte nun die ersten m Platze in (ai,,...,ai, ). Die n! moglichen
Permutationen
(ai1)"'>aim>aim+1)"')ain)
von (aj,...,an) fihren genau m!(n — m)!-mal auf die gleiche Teilmenge
{(li],...,aim}C{a],...,an},

denn die m! Permutationen der ersten m Platze und die (n — m)!

Permutationen der restlichen n — m Platze verdndern {a;i,,...,a;_} nicht.
Somit gibt es m!(;‘im)l = (:1) m-elementige Teilmengen von {a;,...,a,}. W
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A KAPITEL 2: ZAHLENBEREICHE TUHH
Einschub: Summen, Produkte und Potenzen.
Allgemeine Summen und Produkte.

) b = bmtbnat-+by (fallsm<n)
k=m
Z by := 0 (falls m>n, leere Summe)
k=m
[[bx = bm-bmi-...-bn (falls m <n)
k=m
H by := 1 (falls m > n, leeres Produkt)
k=m
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Uﬂ‘r"i KAPITEL 2: ZAHLENBEREICHE TUHH
Einschub: Summen, Produkte und Potenzen.
Potenzen.
(o n
I[] a firm >0
a = < k=1
L 1/(a™™) firmn <0
Potenzgesetze.
a®-a™ = an—i—m
(an)m — gvm
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KAPITEL 2: ZAHLENBEREICHE

TUHH

Binomialkoeffizienten und deren Eigenschaften.

Definition: Die Zahlen (:1) heiBen Binomialkoeffizienten.

Satz:

(a) Firn,m € N mit 0 < m <mn gilt die Rekursionsformel

(") = () ()
(©)-()-

(b) Firn € Ny und a,b € R gilt der Binomische Lehrsatz

(a+b)" = i (2) akpnK,

k=0

wobel
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Beweis von Teil (a): Es gilt

n n B n! n!
(m) i (m—])  ml(n—m)! i (m—T)In—m+41)!

n'n+1—m)+nm
mn+1—m)!

nn+1T—m+m)
m/(n+1—m)!

(m+1)!
m/n+1—m)!

- (")
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Beweis von Teil (b): durch vollstdndige Induktion iiber n.
e Induktionsanfang (n = 0): Es gilt

(a+1b)° = (8) a’b® =1.

e Induktionsannahme: Fiir n > 0 gelte

(a+b)™ = Z (2) akpnk,
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e Induktionsschluss (N — n + 1):

n
(a+b)™*! (a+Db)(a+b)™=(a+Db) Z( ) akpnk
k=
— (n k+1pn—k — (n ki n+1—k
Z (k>a b + Z (k a"b
k=0 k=0
n+1 n n n
k1,n+1-k k1,n+1-k
(k_1>ab +Z<k>ab
k=1 k=0
0pn+1 = n kyn+1—k N\ nt+14.0
b +Z[ )+( )]ab +(>a b
() — [\k k—1 n
n+1 aob““—l—i n+ 1 N L T\ ne1po
0 — n+ 1
n+1
Z (n‘|‘1>akbn+1—k
k
k=0
H
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Direkte Berechnung der Binomialkoeffizienten.

Firn,m € No mit m < n gilt

ny n! - nn-—1)-. (n m+1) ﬁn—k+1
m/) ml/(n—m)! 1-2-... ol k

Klassisches Beispiel: Zahlenlotto.
Es gibt
— 13983816

49 49! 49 .48 -47 - 46 - 45 - 44
(6) T 643l 1.2-3-4-5-6
Moglichkeiten, aus einer 49-elementigen Menge eine 6-elementige Teilmenge
auszuwahlen.

Mit anderen Worten: Die Wahrscheinlichkeit, beim (klassischen) Zahlenlotto
"6 aus 49" die 6 richtigen Zahlen zu tippen, betragt

1 1
— = 0.00000007151123842018516. ..
(469) 13983816
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ol KAPITEL 2: ZAHLENBEREICHE
Rekursive Berechnung der Binomialkoeffizienten.
]
] 1
] 2 1
] 3 3 ]
] 4 6 4 ]
5 10 10 5 ]
Pascalsches Dreieck.
Beispiel:
(a+b)° 1-a®>+5-a'b*+10-a?b> +10-a®b? +5-a*b' +1-a’b°
a’® +5a*b + 10a®b? + 10a?b3 + 5ab* + b°
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2.2 Primzahlen

Definition: Eine natlirliche Zahl m € N heit Teiler von n € N, falls ein
k € N existiert mit
n=Kk-m.

Man schreibt dann auch mn. ]

Jede Zahl n € N besitzt offensichtlich die beiden Teiler 1 und n, denn es gilt
stets

n=mn-1=1-n

Existiert flir n > 1 kein weiterer Teiler, so nennt man n eine Primzahl.

Die ersten Primzahlen lauten

2,3,5,7,11,13,17,19,23, . ..

Bemerkung: Es gibt unendlich viele Primzahlen. H
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Hauptsatz der Zahlentheorie.

Satz: Jede natiirliche Zahl n € N 13Bt sich als Produkt von Primzahlpotenzen
schreiben,

T T2 Tk
n=p;y Py - Px)

wobei p; Primzahl und 1; € Ny fiir 1 <j <k.
Beweis: durch Induktion (Ubung!) u

Bemerkung: In der Primzahldarstellung sind die (paarweise verschiedenen)
Basen p1,...,px und deren zugehorige Exponenten 11,..., Tk eindeutig
bestimmt. ]
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