Beispiel: Taylor—Entwicklung der Exponentialfunktion
Betrachte die Exponentialfunktion f(x) := exp(x). Zunachst gilt:

(exp(z))" = exp(x)
Daher gilt nach der Taylor—Entwicklung mit Entwicklungspunkt zg = O:
z2 x"
exp(x) = 1—|—:1:—|—?—|—...—|—F—|—Rn(:c;0)
Das Restglied lautet:
exp(§) nt1
(n+ 1)! ’
Fehlerabschatzung fur 0 < x < 1:
exp(&) okl o€
(n+1)! ~(n4+1)!
Zum Beispiel:  |Rqo(z;zg)| < 6.81-1078

Rn(x;0) = E=060x, 0<0<1

|Rn(z; 20)| =
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Beispiel: Taylor—Entwicklung der Sinusfunktion

Betrachte die Sinusfunktion f(x) := sin z. Zunachst gilt:

d . d .
—Sinx = cosx — COSx = —Sinx
dx dx
Daher gilt nach der Taylor—Entwicklung mit Entwicklungspunkt zg = O:
3 5 2n+1

x x T

sine=ox— —+—— ... -1)*——+R ; 0

r=ro gty + O Sy T fant2(@i0)

Das Restglied lautet:

COSE 543
_=PRs :
(2n + 3)!

Fiurz € [—7/6,7/6], x = 0 und n = 3 ergibt sich folgende Abschéatzung
fur den relativen Fehler:
Rg(z;0)| _ |R8(£v; 0)

sinz | |Ro(z;0)

Ropyo(x;0) = (—1)" 11 E=06z, 0<6<1

<1.63-10°8
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Bemerkung:

Die Taylor—Reihe

einer C°°—Funktion ist im Allgemeinen
nicht konvergent.

Konvergiert die Reihe, so nicht notwendigerweise gegen f(x).

Gilt aber
00 k)
F5) (20)
f@) =Y (@ — x0)t
k=0 '
so nennt man die Funktion f reell analytisch oder eine C*—Funktion.
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Folgerungen aus der Taylor—Formel:
a) Satz: Gilt fur eine C"t1—Funktion f : [a,b] — R
Vz€la,b : f(”‘H)(x) =0

soist f(x) ein Polynom hdchstens n—ten Grades.
Begrundung:
Das Restglied Ry, (z; zg) nach Lagrange verschwindet identisch.

b) Satz: Sei f : [a,b] — R eine C2—Funktion und z* € (a, b) eine einfache
Nullstelle dieser Funktion. Dann ist das Newton—Verfahren mit Startwerten
in der Nahe von z* quadratisch konvergent.

Begrundung: Aus der Taylor—Entwicklung zweiter Ordnung folgt:

_ ") (on— )2 & E{ (@n, z*)

(SUn—i—l — x*) = Qf/(xn) (x*’xn)
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c) Taylor-Formel fur Polynome:

Ist die Funktion f(z) selbst ein Polynom vom Grad n, also

F@) =Y apat  (an #0)

k=0
so ist das Taylor—Polynom n—ten Grades zu einem beliebigen Entwick-
lungspunkt zg € R gegeben durch

n (k) (g
pa) = 3 Lo@0) oy

k!
k=0
identisch zu f(x), d.h.

n n k)
F®) (@)
Z aka:k = Z T(m — xo)k
k=0 k=0 :
Damit ist p(x) nur eine Umordnung beziiglich des Punktes z.
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d) Satz: (Kriterien fur lokale Extrema Il)

Ist f : [a,b] — R eine C2—Funktion, so gilt fur zg € (a, b):

1) f'(zg) =0 A f'(zg) >0 = f(z) hatin zg ein strenges lokales
Minimum.

2) f'(xzg) =0 A f"(zg) <0 = f(x) hatin zq ein strenges lokales
Maximum.

Problem: Was passiert im Fall f'(zq) = f"(zg) = 0?
Hier gibt es zwei Moglichkeiten

1) Der stationare Punkt ist tatsachlich ein strenges lokales Minimum
oder Maximum.

2) Der stationare Punkt ist ein Wendepunkt.

Frage: Wann gilt 1) oder 2)?
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1) Der stationare Punkt ist tatsachlich ein strenges lokales Minimum
oder Maximum, wenn gilt:

Ist f eine C2"—Funktion (n € N) und gilt:
Vk=1,2,....2n—1 : f®(zg)=0
So ist g ein strenges lokales Minimum bzw. Maximum, falls

) (z) >0 bzw. 2 (z0) <0

Beispiel: Betrachte die Funktion f(z) = z° — z*. Dann gilt;
fl(z) = 5z*— 423 f'(z) =202° — 1222
() = 6022 — 24z P (z) = 120z — 24
Daraus folgt:
F =0 f=0 f30)=0 fH0)=-24
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2) Wendepunkt = Links—Rechtskurve oder Rechts—Linkskurve

Konvexitat

Definition: Eine Funktion f : [a,b] — R heil3t konvex (oder eine Links-
kurve), falls fur alle 1 < z < x5 in [a, b] gilt:

F@) £ J@) + (@) = [(21)

Die Funktion f(x) heilt konkav (oder eine Rechtskurve), falls fir alle
1 <z < x5 in [a,b] gilt:

T —x1

F@) 2 fan) + (@)~ )

Gelten jeweils die Ungleichungen mit < bzw. >, so nennt man die Funk-
tionen streng konvex bzw. streng konkav.
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Satz: Sei f(x) eine C2—Funktion auf [a, b]. Dann gilt:
Va€(a,b) : f/(2) >0 = f(x) streng konvex
Vze(ab) : f'(x) <0 = f(x) streng konkav

Bemerkung: Der Graph einer konvexen, differenzierbaren Funktion liegt
stets oberhalb seiner Tangenten.

Definition: Fir eine Funktion f : [a,b] — R sagt man:
f(z) hatin zg € (a,b) einen Wendepunkt, falls

1) f(z) fur hinreichend kleines ¢ > 0 in (xg — &,zg) konvex und in
(zg, g + €) konkav ist (Links—Rechtskurve)

oder

2) f(x) fur hinreichend kleines € > 0 in (xg — €, zg) konkav und in
(2o, g + €) konvex ist (Rechts—Linkskurve)
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Satz: (Kriterien fur Wendepunkte)
Sei f : [a,b] — R eine C'3—Funktion
1) Ist zg € (a,b) ein Wendepunkt, so gilt: f/(xzg) =0
2) Gilt fur zg € (a,b): f"(zg) = 0, f'(xg) > 0, so ist zg ein Wende-
punkte und f(x) ist bei g eine Rechts—Linkskurve.
Gilt fur zg € (a,b): f"(zg) = 0, f"'(xg) < O, soist zg ein Wende-
punkte und f(x) ist bei zg eine Links—Rechtskurve.
Beispiel:  Wir betrachten die Funktion f(z) = 2% — 23:
f!(z) = 423 — 322 !(z) = 1222 — 62 () =24z — 6
ImPunktzg = 0:  f/(0) =0 f”"(0)=0 #"(0)=—6
= Die Funktion hat in zg = 0 einen Wendepunkt (Links—Rechtskurve)
Lokales Minimum bei z1 = 3/4: f/(3/4) =0 f"(3/4)=9/4
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