Beispiel: Wir untersuchen die Konvergenz der Reihe

o0 zk;
=1 K
Anwendung des Quotientenkriteriums ergibt
Sk
| kt1 g
(k+ 1)! z _ = 0 (k— o)
2k 2k (k4 1)! k41
k!

Damit konvergiert die Reihe (absolut).
Setze fur alle komplexen Zahlen z € C
k
!

exp(z) = i
k=1
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Umordnungssatz fur Reihen

Sei o : Ny — Ny eine beliebige Bijektion (Permutation) auf N

0 (0. @)
Vergleiche > ar mit Y ag, (o, = o(k))
k=0 k=0

Beispiel (alternierende harmonische Reihe)

Satz:

o0
1) Istdie Reihe > a; absolut konvergent, so ist auch jede umgeordnete
. 00 h=0 .00 00
Reihe ) aq, absolut konvergentundesgilt > ap = > ag,
k=0 k=0 k=0

o
2) Ist die Reihe )~ ag, flr jede Permutation o : Ng — Ng konvergent,
k=0

o
so ist die Ausgangsreihe > a; absolut konvergent.
k=0
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Produkt von Reihen

Ausmultiplizieren von Reihen maglich?

() (50 * 2o

Rechte Seite: jedes Indexpaar (k,1) € Ng x Ny tritt genau einmal auf

0 0
Satz: Die Reihen ° a; und ) b; seien absolut konvergent.
k=0 1=0

oo
Dann ist die Reihe 3} ags, by, fur jede Numerierung der Indexpaare
k=0

(o,n) : Ng — Ng (Bijektion) absolut konvergent und es gilt:
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Beweis: Furm € N gilt fur hinreichend grof3es N

m N N 00 00
D lacybul < >0 lagl 1] < (Z Iakl) (Z bzl)
k=0 k=0 (=0

k=01=0

[0 @)
Also ist die Reihe }° aq. by, absolut konvergent, inr Grenzwert ist daher
k=0
nach dem Umordnungssatz unabhangig von der Permutation (o, ).

Zur Berechnung des Grenzwertes wahlt man eine spezielle Reihenfolge

01 2 3 ... (op)
0 O 3 8 15 ...
1 1 2 7 14
2 |4 5 6 13
3 9 10 11 12
(11,)
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Spezielle Reihenfolge:

01 2 3 ... (op)
0 0O 3 8 15 ...
1 1 2 7 14
2 4 5 6 13
3 9 10 11 12
(1)

Fir m = (n 4+ 1)2 — 1 ergibt sich dann

Z aopby, = (ag+ a1+ ... +an)(bg + b1 + ...+ bp)
k=0

und daher

m n n o0 00
Tr!@oo Z aakb,uk = nll_)moo Z ag bl = Z ag Z bl
k=0 k=0 1=0 k=0 =0
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Weiterer Spezialfall:  Numerierung entlang der Diagonalen

01 2 3 ... (op)
O |0 2 5 9
1 1 4 8 13
2 3 7 12 18
3 6 11 17 24
(k)

Man erhalt damit das Cauchy—Produkt der Reihen:

(L) (59) = Z (&)

= agbo + (apb1 + a1bg) + (agbz + a1by + azbg) + . ..
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Anwendung zum Cauchy—-Produkt:  Fir die durch

oozk;

exp(z) := —OH (z€7Z)

definierte Exponentialfunktion gilt die Funktionalgleichung

exp(z + w) = exp(z) exp(w)
Begrundung: Die obige Reihe ist absolut konvergent. Damit folgt

(E3)(E5) =L L0

exp(z) exp(w)

k=0 =0 n=0 k=0
_ w1 (&N ko
B z::o”! (kz::c)(k)zw )
X1
= Z—(z+w)”—exp(z+w)
n=0"
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Kapitel 4:  Stetigkeit und Differenzierbarkeit

4.1 Stetigkeit, Grenzwerte von Funktionen

Zunachst: Beispiel auf Folie
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Kapitel 4:  Stetigkeit und Differenzierbarkeit

4.1 Stetigkeit, Grenzwerte von Funktionen
V und W normierte Vektorraume, f : D — W, D C V eine Funktion.
Definition:

1) Ein Punkt zg € V heil3t Haufungspunkt von D, falls eine Folge
(zn)nen eXistiert mit

VneN : xp€D, xn# xq, nILmooxn = x0
Wichtige Notationen:
D’ = Menge aller Haufungspunkte von D

D = DU D’ = abgeschlossene Hillle (topologische Abschluss) von D
2) Die Menge D heilt abgeschlossen, falls D’ C D, also D = D gilt
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Definition: (Fortsetzung)
3) Zu xg € V und € > 0 bezeichne
Ke(zo) ' ={z € V |||z — zol| <&}
die (offene) Kugel um zg mit Radius ¢

4) Die Menge D heifl3t beschrankt, falls es ein e > O und ein xg € V
gibt mit D C K:(xq)

5) Ein Punkt zg € D heif3t innerer Punkt von D, falls es ein € > 0 gibt
mit K:(zg) C D.
Notationen:
DO(=int(D)) = Menge aller inneren Punkte von D
= (offene) Kern von D = Innere von D

6) Die Menge D heifdt offen, falls DO = D gilt
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Beispiele:

1) D = (0,1) C Rist offen mit D’ = [0,1], D = [0,00) C R ist
abgeschlossen

2) SeiD = (—0,0) U{1} U (2,00) =
D' = (—o00,0]U[2,00)
D = (—o00,0]U{1}U[2,00)
D% = (-o00,0)U(2,00)
3) D = K:(xg) C V ist offen
D' = {x | ||z — zg|| < e} =: Kc(z() ist die abgeschlossene Kugel

4) Innere Punkte zq € D° sind immer Haufungspunkte von D, da

xo +

g z

n—l—lm

0, n—oo, z€V, 20
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Definition: Gegebensei f : D — W, D C V und ein xqg € D’
1) f(x) konvergiert fir x — xg gegen den Grenzwert yg, falls fir jede
Folge (zn)nen, n € D, xn # xg gilt:

im zn =20 = lim f(zn) =yo

Notation: wll_)ﬂ;O f(x) =y
2) Im Fall D = R lassen sich einseitige Grenzwerte definieren:

lim f(z) =yo < V(@Zn)pen | Zn € D, zn < xg :

:c—>:ca

Nm zp=xz9 = lim f(zn) = yo

lim f(z) =y0 & V(@n)pen : Tn € D, zn > z0 !

CCH.CUO

Aim an =xz9 = lim flxn) = yo
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Beispiel 1: Betrachte die Funktion definiert durch
_JO i zxz<0ANx=1
(w) = { 1 : sonst
Fur x — O existiert der Grenzwert der Funktion nicht! Weiter gilt
lim f(z) =1 # f(1)
Notation: Sprungfunktion

Beispiel 2:  Furdie Funktion f : R\ {0} — R, f(x) = sin(1/x) existiert
weder der Grenzwert Iim+ f(z) noch Iina f(x).
rx—0—

z—0

Beispiel 3:  Fur die Funktion f(x) = 1/x existieren die beiden einseiti-
gen uneigentlichen Grenzwerte

) 1 . 1
Iim — =400 lim — = —oc0
z—0tT T r—0— X
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Bemerkung: Grenzwertsatze fur Folgen gelten auch bei Grenzwerten
von Funktionen, d.h.

1) Fur den Grenzwert einer Summe gilt:
Jim (f(@) + g(@) = lim f(2)+ Jim g(z)
2) Fur den Grenzwert eines Produkts mit A gilt:
Jim (Af(@)) = A lim f(x)
3) Ist der Wertebereich W gleich R oder C, so gilt fur Produkte:
lim (f(2)-g(@)) = (Jim f(@))-(Jim g(x))

T—x T—x T—xQ

Entsprechend gilt fur vektorwertige Funktionen in R™ oder C™:

lim (f1(z), ..., fu(2)) = (Nim_fi(z),..., lim fn(2))

r—xQ T—TQ T—T
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Definition: (Stetige Funktionen) Seif: D —-W,DCV
1) Die Funktion f(z) heil’t stetig erganzbar in zq € D/, falls xli_)ngo f(x)
existiert (und endlich ist).
2) Die Funktion f(z) heillt stetig in zg € D N D/, falls
lim f(z) = f(zq) gilt.

T—TQ

3) Die Funktion f(z) hei3t stetig, falls f(z) in allen Punkten
xo € D N D’ stetig ist.

Satz: (e—é—Definition)

Fur 2o € D n D’ sind die folgenden Eigenschaften aquivalent:
1) f(x) ist stetig in =g, d.h. wli_}n;O f(x) = f(xo)
2) Ve>0 :30>0 : VxeD:

|z —zoll <6 = [If(2) — flzo)ll <e
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Beweis:
1) =2): Annahme:de >0 : V6 >0 : dzs€ D :

x5 —zoll <6 A |If(zs — fz0)ll = €

. 1 . . .
Die Wahl § = = (n € N) generiert eine Folge (zn),cN, Tn € D mit
n

1
lan = aoll <= A [1f(@n) ~ fa0)] 2 ¢
Wegen || f(zn) — f(z0)l >  gilt
Tn #F=xg = xn€ D\{zo}
sowie
nILmOO Tn = xQ

Gleichzeitig konvergiert aber (f(zn)),en Nicht gegen f(xzg) =

Widerspruch dazu, dass f(x) im Punkt z( stetig ist.
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Beweis: (Fortsetzung)
2) = 1). Esgelte

Aim zn =x0, xn € D\{zo}
Zu £ > 0 wahlt man ein 6 > 0 mit

VeeD : |lz—xgl| <6 = ||f(z)— flzo)l|l <e
Seinun N = N (&) mit
Vn>N @ |zn— x| <9
Dann folgt direkt
V>N | f(zn) — f(zo)ll <€
also
im_f(zn) = f(=o)

Damit ist die Funktion f(z) stetig im Punkt x
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