1.3 Funktionen
Seien M und N Mengen
f:M—N & VeeM :3diyeN : y= f(x)

nennt man Funktion oder Abbildung.

Beachte: Zuordnung ist eindeutig.

Bezeichnungen:
M . Definitionsbereich
N . Bildbereich (Zielmenge) von f

Der Graph einer Funktion:

graph(f) :={(z, f(z))|xr e M} C M x N

Sei A C M: das Bild von A unter der Funktion f ist gegeben durch
f(A) :=={f(a)|a € A}

Fur B C N nennt man
f7H(B) :={a€ M| f(a) € B}
das Urbild von B unter der Funktion f.

Eine Funktion f ist

surjektiv, falls f(x) = y stets wenigstens eine Losung hat, d.h.

Vye Ndze M : y= f(z)

injektiv, falls f(xz) = y stets hochstens eine Losung hat, d.h.

Ve, 0 € M : (f(z1) = f(x2) = 1 = x2)
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Eine Funktion f ist
bijektiv, falls f gleichzeitig injektiv und surjektiv ist

Injektive Funktionen besitzen eine Umkehrfunktion

o) =M fHf@) ==
Ist f bijektiv so gilt

Bemerkung:
Die Umkehrfunktion einer reellwertigen Funktion einer reellen Variablen
erhalt man durch Spiegelung an der Diagonalen

23

Komposition von Funktionen:
Seif: M — Nundg: N — P.Definiere

gof:M—= P, (gof)(z)=g(f(z))
Eigenschaften der Komposition:
a) assoziativ
ho(gof)=(hog)of
b) in der Regel nicht kommutativ
gof#fog
c) Sei M Menge eine Menge, setze
S(M) :={f: M — M| f bijektiv}

nennt man symmetrische Gruppe von M
24



Die symmetrische Gruppe von M

Gruppenaxiome

Gl) ho(gof) = (hog)of (Assoziativgesetz)
G2) foidy = ddyof=f (neutrales Element)
G3) fof1 = f~lof=1idy (inverses Element)

Dabei ist id;, die ldentitat (als Funktion), d.h.
idy(z) ==z

und f—1 die Umkehrfunktion von f.

Elementare Funktionen:
a) Affin—lineare Funktion

y = f(z) = a1z +ag
Der Graph ist eine Gerade in der euklidischen Ebene
b) Polynome

y = f(z) = anz" +ap_12"" '+ -+ a1z +ag (an #0)
Dabei bezeichnet n den Grad des Polynoms
c) Exponentialfunktion
y= f(z) =a” (a > 0,areell)
Fur die Exponentialfunktion gilt

Y = % . oY



c) Exponentialfunktion (Fortsetzung)

Speziell: Exponentialfunktion y = e*, zum Beispiel definiert durch

oo
1
fl(O)=1 = e= > —=2718281828...
=0 n!
(Eulersche Zahl)

d) Logarithmus
y=f(z) =109z, a>0,a7#1

Umkehrfunktion der Exponentialfunktion (= nur definiert flr positive x)

Fur den Logarithmus gilt
loge(zy) = logsz + 109,y
Speziell: naturlicher Logarithmus y = Inx (Basis e) mit

InN1=20 Ine=1

e) Trigonometrische Funktionen
BogenmaR: 0° = o =0, 45° = ¢ = %, 90° = p = g
Kreiszahl m = 3.1415 92563 ...

y

_ sind
sin¢ tan¢ = cos¢

-

cos ¢
Bild: Trigonometrische Funktionen am Einheitskreis
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Eigenschaften:

Es gelten:

() sin2p4cos2p=1

(i) sin(—¢) = —sin(p), cos(—y) = cos(y)

(i)  cos(p 4+ 27) = cos(y), sin(p 4+ 27) = sin(p)
(iv)  Wertetafel:

¢ |0 w/6 | w/4 | /3 |w/2
sinp |0 1/2 |V2/2|V3/2] 1
cosy |1(+/3/2|+v2/2| 1/2 | O

(v) Additionstheoreme

cos(a+B) = cosacospB —sinasinf
sinlfa + B) = sinacosB 4+ cosasin B

29

Kapitel 2: Zahlenbereiche

2.1 Naturliche Zahlen
Die Menge der naturlichen Zahlen
N={1,2,3,...}
wird abstrakt durch die Peano—Axiome definiert:
(Al) 1 eN
(A2) neN=(n+1)eN
(A3) n#Em=(n+1)7# (m+1)
Ad) neN=(n+1)#1

(A5) fir eine Teilmenge A C N qilt :
lcAN(Vn:neA=>(n+1)e A]) > A=N

Die Nachfolgeabbildung n — (n + 1) ist eine injektive Abbildung
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Das Vollstandigkeitsaxiom (A5) ist Grundlage des
Beweisprinzips der vollstandigen Induktion
Zu beweisen sei:

Fir alle n € N gilt: die Aussage A(n) ist wahr, also

VneN : A(n)

Dabei ist A(n) eine Aussageform, die von n € N abhangt.

32

Gelten nun
A(1) (Induktionsanfang)
und flr beliebiges n € N

A(n) = A(n+1) (Induktionsschluss)

so ist die Aussage A(n) fur alle n € N wahr.

Wichtig:
Induktionsschluss muss fir ein beliebiges, festes n € N bewiesen werden

Man nennt daher

A(n) die Induktionsannahme

A(n + 1) die Induktionsbehauptung
33



Beispiel: Anzahl ¢, der Teilmengen einer n—elementigen Menge
Finde eine Formel fir ¢, die fur kleine n € N gilt:

fir n=1 A; = {a1}
Teilmengen: @, {a1}
es gibt t; = 2 Teilmengen

fur n= Apr = {al, aQ}

Teilmengen: 0, {a1},{a>},{a1,as}
es gibt to = 4 Teilmengen

Esgiltt t; =2=21, t,=4=22
Vermutung: Allgemein gilt
tn == 2’)’L

d.h. eine n—elementige Menge besitzt genau 2™ Teilmengen
34

Satz: Eine n—elementige Menge A = {a1, ..., an} besitzt 2™ Teilmengen
Beweis: (durch vollstandige Induktion)

n = 1. Wie gezeigt, giltt; = 2

n —n-+ 1. Sein € N beliebig, aber fest.

Induktionsvoraussetzung: Eine n—elementige Menge hat 2™ Teilmengen
Zu beweisenist: A = {a1,...,an,a,41} hat 27+1 Teilmengen.

Setze P(A) = K1 U Ko mit

TeK & an+1§7_fT

TEKy & apy1 €T

Nach Induktionsvoraussetzung besitzt K1 genau 2™ Elemente, denn die
Elemente aus K4 sind gerade die Teilmengen von A’ = {a1,...,an}.
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Jedes Element aus K5 hat die Form

T = {aila"'aa’ik?a’n—Fl}
wobei
{aila"'aaik} - Kl

Also besitzt die Menge K, wieder nach Induktionsvoraussetzung ebenfalls
2™ Elemente.

Nach Konstruktion gilt
KiNKy=10
Daraus folgt aber, dass P(A) genau 2™ 4 2" = 27t1 Elemente besitzt.
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Beispiel:  Wieviele Vertauschungen (Permutationen) des n-Tupels
(1,2,...,n) gibtes?
Suche wiederum eine Formel fur kleine n € N:

n=1 (1) : 1 Permutation
n=2. (1,2),(2,1) . 2 Permutationen

n=3. (1,2,3),(1,3,2)
(2,3,1), (2,1,3) : 6 Permutationen
(3,1,2), (3,2,1)

Esgi: p1=1, pp=2=1-2, p3=6+1.2.3
Vermutung: Allgemein gilt

pn=1-2:-...-n=nl
d.h. ein n—Tupel besitzt genau n! Permutationen.

37



Satz: Esqgibtp, :=n! ;= 1.-2.... - n Permutationen des n—Tupels
(1,2,...,n) (bzw. (a1, -..,an), a; paarweise verschieden)

Beweis: (durch vollstandige Induktion)

n=1: Wiegezeigt,giltp; =1

n—n-+ 1. Sein € N beliebig, aber fest

Induktionsvoraussetzung: Ein n—Tupel besitzt n! Permutationen

Zu beweisen ist: Das (n + 1)-Tupel besitzt (n 4+ 1)! Permutationen

Betrachte spezielle Permutation

(k, 'Ll, “ e ,'Ln)
wobei (71, ..., %) Permutation der Menge (1,...,k—1,k+1,...,n+1).
= n 4+ 1 paarweise disjunkte Klassen von Permutationen =

Ppt1 = +1)-pp=(n+1)!

38

Folgerung:

Eine n—elementige Menge {aq,...,an} besitzt genau

n n!
(m) ::m!(n—m)!

m—elementige Teilmengen. Dies gilt fur alle ganzen Zahlen 0 < m < n,
wobei zusatzlich 0! := 1 gesetzt wird.

Beweis: Vollstandige Induktion unter Verwendung des nachsten Satzes

Bezeichnung:

Die natlrlichen Zahlen ( :@ ) nennt man Binomialkoeffizienten.
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Satz:

a) Fuirn,m € N, 0 < m < n, gilt die Rekursionsformel:

(5) = ()=
() = () (")

b) Fur reelle (und auch komplexe) a,b und n € Ng := N U {0} gilt der

Binomische Lehrsatz:

n

(a+0b)" = Z (Z) ak pn—k

k=0
40

Definition:

Allgemeine Summen und Produkte

S by = bmAbpy1+...+bo (fallsm < n)
k=m

n

Y by = 0 (fallsm > n, leere Summe)
k=m

n

Il b = bm bpy1-...-bn (fallsm < n)
k=m

n

I[ b« := 1 (fallsm > n, leeres Produkt)
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Definition:

Potenzen
n
a" = J]a firn>0
k=1
a” = 1/(a™™) firn<O

Dann gelten die Potenzgesetze:

a”-am = a

(an)m — an-m
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Satz:

a) Furn,m € N, 0 < m < n, gilt die Rekursionsformel:

() - (2)-
(3] = (2)+(a)

b) Fur reelle (und auch komplexe) a,b und n € Ng := N U {0} gilt der

Binomische Lehrsatz:

(a+0)" = Z <Z> ok pn—k
k=0
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Beweiszua): (n,meN,0<m<n)

n n . n! n!
<m>+<m—1> m!(n—m)!+(m—l)!(n—m+1)!
n'(n—m+1)+nlm
m!(n+1—m)!

n'(n+1-—m-4+m)
m!(n+1—m)!

(n+ 1)!
m!(n+1—m)!

- (2)
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Beweis zu b):  (vollstandige Induktion)

n=1:
1 1) 0,1 1) 1,0
(a +b) :a-i—b:(O)ab +<1>ab
n—n-+ 1:
(a+ o)1 = (a+b)@+n)" "= (a +b)Z< ) o
k=0
_ Z”:( )k—l—lbn k+z<n> Jrpnt1-k
=5 k k
n+1

i=krl (j :‘ ) )aabn+1—y + zn: ( ) aFpnt1-k
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n
n jin+1—j n kn-l-l—k
N P M R

<
s (1) v ()

k
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Berechnung der Binomialkoeffizienten mit Hilfe des

\Pascalsc:hes Dreieck\

1
1 1
1 2 1
1 3 3 1
1 4 6 4 1
1 5 10 10 5 1

Beispiel: Binomischer Lehrsatz
1-a9%° +5.a10*4+10-a203 +10-a302 +5-a*pt +1-a2°
= a® 4+ 5a%b + 10a3b2 + 104263 + 5ab* + b°

(a+b)°
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