Analysis | fur

Studierende der Ingenieurwissenschaften

Jens Struckmeier
Fachbereich Mathematik

Universitat Hamburg

Technische Universitat Hamburg—Harburg
Wintersemester 2005/2006

Kapitel 1: Aussagen, Mengen und Funktionen

1.1 Aussagen
Beispiele fiir Aussagen sind:

e 5ist eine gerade Zahl e heute ist Donnerstag
e 16 ist eine Quadratzahl e heute scheint die Sonne

Kennzeichnende Eigenschatft:
Aussagen sind entweder wahr oder falsch

Wahrheitswerte: Sei A eine Aussage

w(A) =0 :& Aistfalsch
w(A) =1 & Aistwahr



Verknupfung von Aussagen:

—-A :  Negation
ANB : Konjunktion
AV B Disjunktion
A= B Implikation
A < B : Aquivalenz

Wahrheitswertetafeln:

w(A) w(B) |w(=A4A) w(AAB) w(AVB) w(A=B) w(A<& B)
1 1 0 1 1 1 1
1 0 0 0 1 0 0
0 1 1 0 1 1 0
0] 0 1 0 0 1 1
Beachte:

Eine Implikation ist immer wahr, wenn die Pramisse falsch ist.
Alsogit: A= B < -AVB

Tautologien:

Aussagen, die unabhangig von Wahrheitswerten immer wahr sind

Beispiel:
((A=> B)A—-B) = —-A
Wahrheitswertetafel:
w(A) w(B) |w(A= B) w(-B) | w((A= B)A-B)
1 1 1 0 0
1 0 0 1 0
0 1 1 0 0
0 0 1 1 1
w(A) w(B) |w((A= B)A—-B) w(-A) | w((A= B)A-B= —A4)
1 1 0 0 1
1 0 0 0 1
0 1 0 1 1
0 0 1 1 1




Beispiel:
Man zeige
-(AV B) & (=A) A (—B)

Wahrheitswertetafel:

w(A) w(B) |w(=(AV B)) w(=AA-B) |w(-(AVB) < -AA-B)

1 1

= O OO
= O OO
T =

1
0
0

oo

Aussageformen: von Variablen abhangige Aussagen
Beispiele: Aussagen A(z) (einstellig) oder A(z,y) (zweistellig)
e x ist eine gerade Zahl e xist grol3er als y
e z ist eine Quadratzahl e z + y istkleiner 1
Wahrheitswerte erhalt man nur durch Einsetzen von Variablen
Beispiel: Wir definieren eine Aussageform als

Az,y) & 2%+ 92 <2

Dann gilt zum Beispiel

e A(1/2,1)istwahr e A(—3,2) istfalsch



Quantoren V, 3 und 91:
Mathematische Aussagen werden haufig mit Quantoren formuliert.

Sei A(x) eine Aussageform, die von einer Variablen abhangt. Wir definie-
ren drei neue Aussagen, wie oben durch Angabe der Wahrheitswerte:

w(Vz: A(z)) =1 <« Furallezistw(A(z)) =1

w(dz : A(x)) =1 <« Esgibt (mindestens) ein z, so dass w(A(z)) =1

w(d1z: A(x)) =1 < Esgibtgenauein z, sodass w(A(z)) =1

Beispiel: Eine Funktion f : D — R heil3t stetig im Punkt zg € R :&
Ve>0: 36§ >0: VzeD:

|z —zo| <6 = |[f(z) - flzo)l <e
( (e, 6)-Definition der Stetigkeit )

Negation von Quantoren:
Es qilt

-(Vz:A(z)) & 3Jz:(-A(z))

—=(3z: A(z)) & Vz:(-A(x))
Beispiele:
a) Man verneine die Aussage

VexeR: Ve>0: dneN: z—e<n<z+e
b) Negation des Stetigkeitsbegriffes
-(Ve>0: 36§>0: Yz e D:

[z —z0l <6 = [f(x)— flzo)| <e)



Mathematische Satze und Beweistechniken
Standardform eines Satzes

A = B, A, B Aussagen
A : Voraussetzung (Pramisse) B : Behauptung (Konklusion)

Beweistechniken:

e Direkter Beweis (Kettenschluss)

A=1Ag=>A1=>Ar=...= A, =B

¢ Indirekter Beweis (Kontraposition, Widerspruch)

A=B & -B=-A
Ist eine Tautologie

Satz: Fir eine natirliche Zahl n gilt: n gerade < n? gerade.
Beweis:
FUhre den Beweis in zwei Schritten:

1. Schritt:
n gerade = n? gerade
2. Schritt:

n? gerade = n gerade
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1. Schritt: Direkter Beweis

n gerade bedeutet: Jk € Nmit n = 2k
= n? = 4k2

= 2(2k2?)

= n? ist gerade

2. Schritt: Indirekter Beweis (Zeige statt A = B das gilt =B = —A)

Annahme: n ungerade = JkeN:n=2k—-1
= n2=(2k—1)2
=4k — 4k +1
=2(2k2 —2k) +1
= n?ist ungerade
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Satz:

Die Zahl 4/2 ist irrational, d.h. /2 lasst sich nicht als Bruch
va="

m
mit natlrlichen Zahlen n und m darstellen.
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Beweis: (durch Widerspruch)

Annahme: 3n e N:3meN:v/2 =2
m

Wir dirfen annehmen, dass n und m teilerfremd sind (ansonsten teilen wir
durch den ggT).

2m2=n2:>n29erade:>ngerade:>3kEN:n:2k

Einsetzen in 2m?2 = n? ergibt

2m? = n? = (2k)? = 4k? = m? = 2k? = m? gerade = m gerade
Widerspruch zur Annahme, dass n und m teilerfremd sind.

Die Annahme v/2 = — istalso falsch = /2 ist irrational!
m
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1.2 Mengen

Bezeichnungen:
A B,...,M,N,... Mengen
a € M :& aist ein Element der Menge M
ad M < —(a€ M)
Definition von Mengen:
a) Aufzahlung der Elemente M := {1,2,3,4}
b) Charakterisierende Eigenschaft der Menge,
M:={zxeQ|A(x)}
Bedeutung der verwendeten Symbole:

= “wird definiert durch”
A(x) Aussageform, definiert fir Elemente aus dem Grundbereich 2
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Teilmengen von Mengen:

MCN & Vz: (zxeM=x€N)

Gleichheit von Mengen:

M=N <& Vz:(zxeM&zxzeN)

Leere Menge: Menge, die kein Element enthéalt (eindeutig)
Bezeichnung: 0

Ordnungseigenschatft:

a) MCM
b)) MCNANCM = M=N
c) MCNANCP = MCP
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Verknupfung von Mengen:

MUN = {zx|lxeMVzeN} (Vereinigung)

MNN = {z|lx€e MAz €N} (Durchschnitt)

M\N = {z|lzxeMANx¢ N} (Differenz)

M x N = {(a,b)|la € M ANbe N} (Cartesisches Produkt)

P(M) = {X|XCM} (Potenzmenge)
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Bemerkungen:

a) Gilt M N N = 0, so nennt man M und N disjunkt.

b) Verknipfung von endlich viele Mengen

n
k=1
= {a|Jie{l,...,n} : a€ A;}
n
N A = Ai1NAxN...NA,
k=1

= {a|Vie{l,...,n}  a€ A}

[ A4 = A1 xAxx...xAp
k=1
= {(a1,...,an)|Vi€e{1,...,n} : a; € A;}
17
Bemerkungen:

c) Fur geordnete Paare bzw. n—Tupel gilt:
(a1,a2) = (b1,b2) & a1 =b1 Aax=b;
(a;la"'axn) = (yla"'ayn) < Vie {laan} - Ty =Y

d) Wichtige Cartesische Produkte:
die Euklidische Ebene
R?2 =R xR = {(z,y) |z,y € R}
der dreidimensionale Euklidische Raum
REI=RxRxR= {(z,y,2) | z,y,z € R}
der n—dimensionale Euklidische Raum
R"=Rx...xR={(z1,...,zn) |z; € R}

n—fach
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Beispiele:
a) Kreisscheibe mit Radius 1
A= {(z,y) e R?[{a® +y* < 1}
b) Streifen
B:={(z,y) €R?|5<2?+1<17}
C) Intervallein R: Seia <b; a,be R

[a,b] = {z]a <z <b} abgeschlossenes Intervall
(a,b) = {z]a <z < b} offenes Intervall
[a,b) = {z|a < x < b} halboffenes Intervall
(a,b] = {z]a <z < b} halboffenes Intervall
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Beispiele:

d) Querschnitt eines T-Tragers

M = Mq1UM>
o
M, = |——,=—| X|—,0
1= -5, 2] x[=y00

by = [ (3 +5). (3 +9)] >
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