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Hier finden sich gute bis sehr gute Lösungen zu den Aufgaben, die von Studierenden abgegeben
wurden. Die Autorinnen und Autoren der Lösungen haben zugestimmt, dass sie an dieser Stelle zur
Verfügung gestellt werden.

Aufgabe 44.



Aufgabe 45.

Aufgabe 46.



Aufgabe 47.



Aufgabe 48.



Aufgabe 49.
Wir zeigen als erstes eine Hilfsbehauptung.

Behauptung. Seien α, β und γ Ordinalzahlen. Dann gilt:

(i) falls α < β, so ist γ + α < γ + β.



(ii) falls α < β und γ > 0, so ist γ · α < γ · β.

(iii) α+ (β + γ) = (α+ β) + γ.

Beweis. Wir zeigen als erstes (i) per Induktion nach β.
β = 0: Dann gibt es kein α < β.
β = S(ξ): Dann ist α ≤ ξ. Falls α = ξ ist, so gilt γ+β = γ+S(ξ) = γ+S(α) = S(γ+α) > γ+α.

Also können wir annehmen, dass α < ξ ist. Dann gilt

γ + β = γ + S(ξ) = S(γ + ξ) > γ + ξ
IV
> γ + α.

β Limeszahl: Sei α < ξ < β. Dann gilt S(ξ) < β und γ + ξ < S(γ + ξ) = γ + S(ξ). Somit gilt

γ + β =
⋃
{γ + ζ : ζ < β} > γ + ξ

IV
> γ + α.

Als nächstes zeigen wir (ii) per Induktion nach β.
β = 0: Dann gibt es kein α < β.

β = S(ξ): Dann ist α ≤ ξ. Falls α = ξ ist, so gilt γ · β = γ · S(ξ) = γ · S(α) = γ · α+ γ
(i)
> γ · α.

Also können wir annehmen, dass α < ξ ist. Dann gilt

γ · β = γ · S(ξ) = γ · ξ + γ
(i)
> γ · ξ

IV
> γ · α.

β Limeszahl: Sei α < ξ < β. Dann gilt S(ξ) < β und γ · ξ
(i)
< γ · ξ + γ = γ · S(ξ). Somit gilt

γ · β =
⋃
{γ · ζ : ζ < β} > γ · ξ

IV
> γ · α.

An den drei Stellen an denen wir (i) verwenden geht auch γ > 0 ein. Es bleibt (iii) zu zeigen. Wir
zeigen dies per Induktion nach γ.

γ = 0: Es gilt α+ (β + γ) = α+ (β + 0) = α+ β = (α+ β) + 0 = (α+ β) + γ.
γ = S(ξ): Es gilt

α+ (β + γ) = α+ (β + S(ξ)) = α+ S(β + ξ) = S(α+ (β + ξ))
IV= S((α+ β) + ξ) = (α+ β) + S(ξ) = (α+ β) + γ.

γ Limeszahl: Es gilt β+γ =
⋃
{β+ξ : ξ < γ}. Nach (i) hat {β+ξ : ξ < γ} kein größtes Element.

Somit ist β+ γ eine Limeszahl und so gilt α+ (β+ γ) =
⋃
{α+ ζ : ζ < β+ γ}. Für jedes ζ < β+α

gibt es ein ξ < γ mit ζ < β + ξ. Also gilt⋃
{α+ ζ : ζ < β + γ} (i)=

⋃
{α+ (β + ξ) : ξ < γ} IV=

⋃
{(α+ β) + ξ : ξ < γ}

= (α+ β) + γ.

Nun zeigen wir die Aufgabe.

(a) Es gilt 5 + ω =
⋃
{5 + n : n < ω} =

⋃
{n ∈ ω : n ≥ 5} = ω. Weiter gilt nach (i), dass

ω + 5 > ω + 0 = ω.

(b) Es gilt 7 · ω =
⋃
{7 · n : n < ω} =

⋃
7N = ω. Weiter gilt nach (ii), dass ω · 7 > ω · 1 = ω.

(c) Wir zeigen als erstes per Induktion, dass für alle natürlichen Zahlen n > 0, (ω+1)·n = ω ·n+1
gilt.
n = 1: Es gilt (ω + 1) · 1 = ω · 1 + 1.



S(n): Es gilt

(ω + 1)S(n) = (ω + 1)n+ (ω + 1) IV= (ω · n+ 1) + (ω + 1)

= (ω · n+ 1) + S(ω) (iii)= ω · n+ (1 + S(ω))
= ω · n+ S(1 + ω) = ω · n+ S(ω)
= S(ω · n+ ω) = S(ω · S(n)) = ω · (n+ 1) + 1.

Somit gilt (ω + 1) · ω =
⋃
{(ω + 1) · n : n < ω} =

⋃
{ω · n + 1 : n < ω}. Nach (ii) gilt, dass

ω · n+ 1 < ω · n+ ω = ω · (n+ 1). Also gilt
⋃
{ω · n+ 1 : n < ω} =

⋃
{ω · n : n < ω} = ω · ω.

(d) Es gilt ω + (ω · ω) =
⋃
{ω + α : α < ω · ω} und ω · ω =

⋃
{ω · n : n < ω}. Weiter gibt es für

jedes α < ω · ω ein n < ω mit α < ω · n. Also gilt mit (i), dass⋃
{ω + α : α < ω · ω} =

⋃
{ω + ω · n : n < ω} (e)=

⋃
{ω · (1 + n) : n < ω}

=
⋃
{ω · n : n < ω} = ω · ω.

(e) Induktion nach γ.
γ = 0: Es gilt α · (β + γ) = α · (β + 0) = α · β = α · β + α · 0 = α · β + α · γ.
γ = S(ξ): Es gilt

α · (β + γ) = α · (β + S(ξ)) = α · S(β + ξ) = α · (β + ξ) + α

IV= (α · β + α · ξ) + α
(iii)= α · β + (α · ξ + α)

= α · β + α · S(ξ) = α · β + α · γ.

γ Limeszahl: Es gilt β + γ =
⋃
{β + ξ : ξ < γ}. Nach (i) hat {β + ξ : ξ < γ} kein größtes

Element. Somit ist β + γ eine Limeszahl und so gilt α · (β + γ) =
⋃
{α · ζ : ζ < β + γ}. Für

jedes ζ < β + γ gibt es ein ξ < γ mit ζ < β + ξ. Also gilt⋃
{α · ζ : ζ < β + γ} (ii)=

⋃
{α · (β + ξ) : ξ < γ} IV=

⋃
{α · β + α · ξ : ξ < γ}

(i)=
⋃
{α · β + ζ : ζ < β + γ} = α · β + α · γ.


