Studentische Losungen zum Ubungsblatt 9

Hier finden sich gute bis sehr gute Losungen zu den Aufgaben, die von Studierenden abgegeben
wurden. Die Autorinnen und Autoren der Lésungen haben zugestimmt, dass sie an dieser Stelle zur

Verfiigung gestellt werden.
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Aufgabe 45.

Behauptung. Sei X eine Menge und € x die binére Elementrelation auf X. Dann sind die folgenden Aussagen
Aquivalent:

(i) X ist transitiv. (i) UX c X.
(iii) Firr alle z € X ist z C X.  (iv) Fiir alle x € X ist €x [2] = 2.
Beweis
(1) Angenommen (i). Dann gilt fiir jedes 2 € X und jedes y € z, dass y € X, also JX c X (ii).
(2) Angenonmnen (ii). Dann gilt fiir jedes 2 € X und y € x, dass € X, also » C X (iii).
(3) Angenommen (iii). Dann ist ex [z] = {y ez |yex e} ={y ez |y ez} = (iv).
(1) Angenommen (iv). Dann gilt fiir jedes 2 € X und y € =, dass y €€x [z]. also y € X ().

Aufgabe 46.




Aufgabe 47.
Aufgabe 47: Behauptung: Es gilt:

(a): Jede Limeszahl ist Supremum einer Menge von Nachfolgerzahlen.

(b): Es gibt eine Limeszahl 4, die das Supremum einer Menge von Limeszahlen < § ist.
(¢): Die Limeszahlen bilden keine Menge.

Bewelis:

Dass ¢ obere Schranke von Xj ist, folgt direkt.

(a): Sei 6 Limeszahl. Definiere X; := {z € 0 |  ist Nachfolgerzahl }.

Angenommen, z’ sei eine kleinere obere Schranke. Also gilt ' < ¢§; und damit auch

' < S(a') < 0, also S(2’) € X5 im Widerspruch zu 2’ obere Schranke.

(b): Betrachte ¢ := w - w. Wir zeigen: 4 ist das Supremum von {w- ¢ | { <w} = X.

(Diese sind allesamt Limeszahlen und kleiner als ¢, erfiillen also die Forderungen).
Bemerke zunichst: § = |J X (nach Definition von w - w) und X C 4 .

§ ist Limeszahl, denn:
Angenommen, es gilt 6 = S(z2) fiir eine Ordinalzahl z.
Dann ist z € §, also z € JX = Jz (r € X Az € x).
Mit X C ¢ folgt z € x € § im Widerspruch zu d = S(z).

Dass o obere Schranke von X ist, gilt wegen X C 9.

o ist die kleinste solche Schranke, denn:
Nehme an, z sei eine kleinere Schranke.
wie zuvor folgt z € §, also ze X = Tr (r € X Az € 2).

Nun ist @ € X A z € x aber im Widerspruch zu z obere Schranke von X.



(c): Angenommen, es gibe die Menge €2 := {4 |  Limeszahl}.

Dies ist nun eine Menge von Ordinalzahlen, also ist auch €' := |JQ eine solche.
Jetzt ist aber €' die Menge aller Ordinalzahlen. Da diese nicht existiert, liegt ein Wider-
spruch vor.
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Aufgabe 49.
Wir zeigen als erstes eine Hilfsbehauptung.

Behauptung. Seien «, § und v Ordinalzahlen. Dann gilt:

(i) falls a < B, soist v+ a < vy + B.



(ii) fallsa < fund v > 0,s0ist y-a < v- 8.
(iii) a+ (B+7v) = (a+5) +1.
Beweis. Wir zeigen als erstes (i) per Induktion nach .
B = 0: Dann gibt es kein a < 3.
B =5(¢): Dann ist a < £. Falls a = £ ist, so gilt v+ 58 = v+ 5(§) = v+ 5(a) = S(v+a) > v+a.
Also kénnen wir annehmen, dass « < £ ist. Dann gilt

Y+ B=v+8(E) =S(v+E) >v+E> v +a.

B Limeszahl: Sei a < £ < 8. Dann gilt S(§) < Bund v+ & < S(y+ &) = v+ S(§). Somit gilt

7+ﬂ:U{7+C:C<ﬁ}>7+£I>V7+a.

Als néchstes zeigen wir (ii) per Induktion nach £.
B = 0: Dann gibt es kein a < 3.

i)
B =25(¢): Dann ist a < ¢. Falls a = € ist, so gilt v- 8 =~-5(§) = 5(a) :'y-a+'y(>'y~a.
Also kénnen wir annehmen, dass a < £ ist. Dann gilt
@) v
V- B=7-5E)=7E+try>7E>7a

B Limeszahl: Sei o < £ < 8. Dann gilt S(§) < 8 und - ¢ (2 v &4y =~-5(). Somit gilt

v b=l ¢i¢<Br >y >0

An den drei Stellen an denen wir (i) verwenden geht auch v > 0 ein. Es bleibt (iii) zu zeigen. Wir
zeigen dies per Induktion nach ~.
7=0:Esgilta+(B+7)=a+(B+0)=a+B=(a+8)+0=(a+p8)+7.
v = 8(&): Es gilt
at(B+y)=a+(B+5)=a+5B+E) =S+ (B+5)

Y S((atB)+€) = (a+p)+5) = (a+p)+.

v Limeszahl: Es gilt 84+~v = J{8+¢ : £ < ~}. Nach (i) hat {8+¢ : £ < v} kein grofites Element.
Somit ist 8+ v eine Limeszahl und so gilt a4+ (8+~v) = U{a+(: { < S+ ~}. Fir jedes ( < 8+«
gibt es ein £ < v mit { < 8+ £. Also gilt

ta+¢:c<B+n 2 Uta+ B+ e < Y e+ B +¢:6<)
= (a+8)+7.

Nun zeigen wir die Aufgabe.

(a) Esgilt 5+w=U{d+n:n <w}={n €w:n>>5=w Weiter gilt nach (i), dass
wt+d>w+0=w.

(b) Esgilt 7-w=J{7-n:n <w}=J7N =w. Weiter gilt nach (ii), dass w-7>w -1 =w.

(c) Wir zeigen als erstes per Induktion, dass fiir alle natiirlichen Zahlen n > 0, (w+1)-n = w-n+1
gilt.

n=1Esgilt (w+1)-1=w-1+1.



S(n): Es gilt

WA+ w+1) Y (w-n+1)+ w+1)

—wont1)+ 8w P w1+ Sw)

=w-n+S1l+w)=w-n+5w)
=Sw-n+w)=Sw-Sn)=w-(n+1)+1.

(w+1)S(n)

Somit gilt (w+1) - w=H{(w+1) n:n<w}={w-n+1:n <w} Nach (ii) gilt, dass
wnt+l<w-ntw=w-(n+1). Alsogilt [ {w- n+l:n<w}=Hw-n:n<w}=w-w.

(d) EBsgit w+ (w-w)={w+a:a<w-w}und w-w=|J{w-n:n < w} Weiter gibt es fir
jedes @ < w-w ein n < w mit @ < w - n. Also gilt mit (i), dass
U{w—|—a:a<w-w}:U{w+w-n:n<w}(;)U{w-(l—l—n):n<w}

:U{w-n:n<w}=w-w.

(e) Induktion nach 7.
y=0:Esgilta-(B+y)=a-(B+0)=a-f=a-f+a-0=a-B+a-7.
v =5(§): Es gilt
a-(Bty)=a-(B+5E)=a-SB+E=a-(F+&)+a
Ya pta-+aPa-fr(a-Eta)
=a-ft+a-SE)=a-B+a- 7.
~ Limeszahl: Es gilt S+~ = {8+ £ : £ < v}. Nach (i) hat {8+ & : £ < 7} kein grofites

Element. Somit ist 8 + 7 eine Limeszahl und so gilt a- (8 +7) = J{a- ¢ : ¢ < 8+ v}. Fiir
jedes ( < B+~ gibt es ein £ <y mit { < B+ £. Also gilt

Uta-¢:c< B+ 2 Ut 8+ e <Y Jla-B+a-e:6<7)
D\ Ha B+¢:c<B+n=a-B+a-n.



