Studentische Losungen zum Ubungsblatt 7

Hier finden sich gute bis sehr gute Losungen zu den Aufgaben, die von Studierenden abgegeben
wurden. Die Autorinnen und Autoren der Lésungen haben zugestimmt, dass sie an dieser Stelle zur
Verfiigung gestellt werden.

Aufgabe 34.

Aufgabe 34: Behauptung: (a): Falls es eine Zermelo-induktive Menge (ZIM) gibt, so
2ibt es eine minimale ZIM.
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(c): Falls £ € Nzepmeto, so folgt = ¢ z.

Beweis: (a): Sei [ ZIM. Definiere
it ;= ET] Ist J ZIM, dann = € J}.
Dann ist I* selbst eine ZIM:
0el: () € J fiir jede ZIM (insbesondere auch I) per Definition, also () € I*.

zel*— {z} eI Ist 2z € J fiir jede ZIM J, so auch {z}. Also folgt {2} € I*.

Da I* Teilmenge jeder ZIM ist, ist I* die kleinste ZIM.
(b):

g Z.z. ist, dass Elemente von Elementen von Ngepmero Wieder in Ngepmero liegen, d.h.:
es soll X := {z € Nzermeto
Dies folgt, wenn X ZIM ist:

0 € X: Erfiillt, da @ € Nz pmeto, und z € 0 fiir kein z gilt.
re X = {z} e X:Sei v € X C Nyepmeto- Dann ist {2} € Nyepmero, nach Definition von

Nzermeto, und jedes Element von {z} (ist ja nur x selbst) liegt in Nzepmero, also {2} € X.

!
2 € x = 2z € Nzermelo} = Nzermelo gelten.

'D: Sei * € Nzermeto- Dann ist {x} € Nzermeto und = € {z}. Also z € UNzermeto-

(¢): Definiere X := {7 € Nzepmeto | € x}. Zu zeigen ist, dass X ZIM ist:
0 € X: Exfillt, da ® € Nyermero und 0 ¢ 0 gilt.

r € X — {x} € X: Sei x € X, also x € x. Insbesondere gilt also x # {x}.

Nun hat {z} genau ein Element z, welches aufgrund von = # {x} nicht {z}’ ist.

Also gilt {x} ¢ {z}.
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Aufgabe 38.

Sei A C N mit A\ n # 0 fir alle n € N. Dann existiert ein bijektives

f:N—= A

Beweis: Wir definieren f rekursiv. Es sei

f(0):= das minimale Element von A beziiglich €

f(S(n)):= das minimale Element von A \ S(f(n)) beziiglich €.

Da A\ S(f(n)) nach Definition nicht leer ist existiert ein minimales El-

ement, somit ist f wohldefiniert. Wir zeigen nun, dass f surjektiv ist.

Sei a € A. Ist @ minimal in A beziiglich €, so ist f(0) = a. Ist a nicht

minimal, so existiert ein eindeutiges b € A mit b € a so, dass kein Element

c € Amit b € ¢ € a existiert. Sei nun n € N so, dass f(n) = b ist.
Dann ist f(S(n)) das minimale Element von A\ S(b). \Vegen be S(b) ist

b A\ S(b). Somit ist @ das minimale Element von A\ S(b). Es gilt also

F(S(m) = a.

Wir zeigen nun, dass f injektiv ist. Seien also a,b € A mit f(a) = f(b).

Ist f(a) minimal in A, so ist @ = 0 und b = 0. Ist f(a) nicht minimal in A,

so existiert ein eindeutiges n € N mit f(S(n)) = f(a) und f(S(n)) = f(b).

Somit ist f(a) = f(S(n)) = f(b). Es folgt a = S(n) =b. O



