Studentische Losungen zum Ubungsblatt 6

Hier finden sich gute bis sehr gute Losungen zu den Aufgaben, die von Studierenden abgegeben
wurden. Die Autorinnen und Autoren der Lésungen haben zugestimmt, dass sie an dieser Stelle zur
Verfiigung gestellt werden.

Aufgabe 27.
Aufgabe 27: Behauptung: (a) Es gibt 2, y mit J(xzNy) £ (Jz) N ( Uy).
Allerdings ist |J(zNy) C (Jz) N (Jy) immer erfiillt.

(b) Es gilt Vo = C Pot( |Jx), wobei sowohl Gleichheit als auch Ungleichheit eintreten
kann. AuBerdem gilt = = J Pot(z)

Beweis:
(a): Sei beispielsweise x := {{z1}} und y := {{z1, 22}}.
Dann ist x Ny = @ und somit auch |J(x Ny) = . Aber:

Uz ={a} md Uy = {z.2} = (Un)n(Un)={a})

Beweis von 'C’: Sei z € U(r Ny). Dann existiert ein a € x Ny mit =z € a.
Damit ist sowohl da:a € x Az € a als auch Ja 1 a € y Az € a erfiillt,
z liegt also in (|Jz) N (Jw)-

(b):Seizexz "= 2CUz = z€Pot(Ux).

Gleichheit tritt zum Beispiel dann ein, wenn = = {0} ist:
z={0} = lUz=0 = Pot(l)z)={0}==z.
Ungleichheit hingegen tritt zum Beispiel ein, wenn () &€ .,

denn wir haben immer () € Pot(-), also kann x = Pot( | Jx) nicht gelten.

Beweis von x = | Pot(x)
'O Belize we Yuweipen ist. 3E - e Pol(z) und =2 &
Dies ist erfillt fiir 2 := {~}
D% Sei z € |J Pot(x). Zu zeigen ist z € z.
Wir wissen: 3 : & € Poi(;r) und z € 2. Aus & € Pot(z) folgt & C x, und mit =z € 7 dann

die Behauptung.

O



Aufgabe 28.

Behauptung. Es gibt cine Struktur 21 so, dass in 2 das Extensionalitiits-, das Aussonderung- und das kleine
Vereinigungsaxiom gilt, aber nicht das grofie Vereinigungsaxiom.

Beweis. Sei B = (N, F) mit F := {(0,1),(1,2),(2,3),...}. Sei nun A = (A, E) mit A D Nund E D F so

gewihlt, dass:

(i) Wenn X C N nur endlich vielen Primzahlen hat, dann existiert ein @ € A\ N mit n € X <= nE@.
(i) Wenn @ € A\ N, dann hat {n € N | nE@} nur endlich viele Primzahlen.
(i) Wenn @, &0 € A\ N mit nE@ <= nEdb, dann @ = Fb.

Ein A" und £’ so, dass (i) gilt, ldsst sich sicherlich konstruieren. Durch Aussortieren von Elementen aus A’
und E’ lisst sich daraus 20 withlen. Diese Struktur 2 erfiillt das Extensionalitits-, das Aussonderungs- und das
kleine Vereinigungsaxiom.

Sei nun ¢ € A so, dass nEq gdw. n keine Primzahl ist. Insbesondere gilt damit fiir jede Primzahl p, dass
(p + 1)Eq. auBerdem nach Definition von F, dass pE(p + 1). Angenommen nun das grofie Vereinigungsaxiom
gilt, so ist pFE'|J ¢ fiir alle Primzahlen p, aber dies steht im Widerspruch zur Definition von 2. (|

Aufgabe 29.

Wihle A = {a} und E=0 und { = (A, F)

Ext gilt dann, da es nur eine Menge gibt. Aus gilt da Aus nur fiir @ = () {iberpriift werden muss
und z € ) + z € B gilt.

Ferner gelten U und |J da alle Vereinigungen von einer Mengen diese Menge ergeben. Jedoch
erfiillt I/ nicht einer, da es keine a, € A gibt mit a, = {a}. Also gilt auch nicht Paar.

Aufgabe 30.

Wir definieren rekursiv eine Folge von endlichen S-Strukturen. Seien Ag := {0}, Ey := 0 und 2l :=
(Ao, Eo). Angenommen, 2; := (A;, E;) ist bereits definiert und A; ist endlich mit 4; = {0,...,n;}.
Sei Z; := [A;]5% := {X C A; : |X| < i} die Menge der hichstens i-elementigen Teilmengen von A;.
Da A; endlich ist, ist auch Z; endlich. Wir nennen ein Element X € Z; bedient, wenn es ein b € A;
gibt, sodass fiir alle a € A; gilt a € X genau dann, wenn a F;b.

Sei N; := {X € Z : X is nicht bedient} die Menge der nicht bedienten Elemente aus Z;.
Dann ist N; endlich und wir schreiben k; := |N;| und N; := {Xi,..., Xk, }. Wir definieren nun
Ai-l—l = Az @] {nl + 1, oo+ kz} und Ei+1 = Ei U {(a, b) a e Xj und b = n; +j fiir ein ]} Weiter
setzen wir mi-{-l = (Ai-‘rlv Ei+1)~

Wir zeigen als erstes eine Beobachtung.

Behauptung 1. Fiir alle i € N und a,b € A; mit aF;b gilt, dass a < b ist.

Beweis. Wir beweisen dies induktiv nach ¢. Fiir ¢ = 0 ist die Behauptung trivial. Angenommen,
die Behauptung gelte fiir i € nz. Seien a,b € A; 11 mit aF;;1b. Falls aE;b gilt, so folgt a < b direkt
aus der Induktionsvoraussetzung. Also konnen wir annehmen, dass (a,b) € E;41 \ E; gilt. Dann ist
a € A; und b > n;. Somit gilt a < n; < b. O

Nach Behauptung 1, hat jede Ecke in 2; nur endlich viele Pfeilvorgdnger. Als néchstes zeigen
wir, dass wir eine Folge von Enderweiterungen konstruiert haben.

Behauptung 2. Seien ¢ < j € N. Dann ist ; eine Enderweiterung von 2(;.

Beweis. Nach Definition gilt, dass E; = E; N (A; x A4;). Also ist 2; eine Substruktur von 2;. Es
bleibt zu zeigen, dass fiir alle a,b € A; gilt, falls A € A; und bEja, so ist b € A;. Nach Behauptung
1, gilt b < a und so b € A;. O

Wir definieren nun Eo, := (J,, oy i und Ao := (N, Eo). Wir zeigen, dass 2., ein Model von
FST ist. (%o ist sogar ein Model von FST + —(Inf), da jedes n € N nur endlich viele Pfeilvorgénger
hat.)

Behauptung 3. Die S-Struktur 2l ist ein Model von FST.



Beweis. (Ext): Seien a,b € N sodass a und b die gleichen Pfeilvorganger in 2, haben. Dann gibt es
ein ¢ € N sodass a und b in A; sind. Nach Behauptung 1 sind auch alle Pfeilvorgénger von a und b
in A;. Also reicht es aus zu iiberpriifen, dass fiir alle ; = (Ext) gilt. Wir zeigen dies per Induktion
nach i. Fir ¢ = 0 folgt dies sofort. Angenommen, 2; = (Ext). Seien a,b € A;;11 sodass a und b
die gleichen Pfeilvorgdnger haben. Nach der Induktionsvoraussetzung konnen wir annehmen, dass a
oder b nicht in A; ist. O.B.d.A ist b ¢ A;. Sei V, ;= {c € N: ¢F;1b} die Menge der Pfeilvorgénger
von b. Nach Definition ist V; nicht bedient in ;. Weiter gilt V, := {¢ € N : ¢E;;1a} = V3. Also
kann a nicht in A; sein, da sonst V} bedient wére. Somit gibt es ein j < k; mit V, = X; =V}, und
soa=mn;+7j=>0.

(Aus): Wir zeigen, dass es fiir jede endliche Teilmenge der natiirlichen Zahlen V eine Ecke in 2
gibt, sodass die Menge der Pfeilvorgéinger genau V ist. Da jede Ecke nur endlich viele Pfeilvorgénger
hat impliziert dies (Aus). Sei V' C N eine endliche Menge und sei ¢ € N sodass ¢ > |[V]| und V C A;.
Dann ist V' € Z;. Wir machen eine Fallunterscheidung;:

Fall 1: V ist bedient. Dann gibt es ein a € A; sodass V' genau die Menge der Pfeilvorgédnger von
a ist. Nach Behauptung 2 gilt das auch in 2.

Fall 2: V ist nicht bedient. Dann gibt es ein j < k; sodass V' = X;. Dann ist die Menge der
Pfeilvorgénger von n; + j in 2; 1 genau V. Nach Behauptung 2 gilt das auch in 2.

(U-Ax): Sei a € N, sei V, := {b € N : bEa} die Menge der Pfeilvorginger von a und sei
V2:={ceN:cEybe V,} die Menge der Pfeilvorgéinger von Pfeilvorgéingern von a. Dann ist V2
eine endliche Teilmenge von N. Somit gibt es eine Ecke in ., die genau die Elemente aus V,? als
Pfeilvorganger hat.

(U-Ax): Wir haben in dem Beweis von (Aus) bereits gezeigt, dass es fiir jede endliche Teilmenge
der natiirlichen Zahlen V eine Ecke in 2., gibt, sodass die Menge der Pfeilvorgdnger genau V ist.
Somit gilt (Paar) in . Also folgt (U-Ax) direkt aus (Paar) und (| J-Ax).

(Pot): Sei a € N, sei V,, := {b € N: bEa} die Menge der Pfeilvorgénger von a und sei P, :=
{b € N : fiir alle cE.b gilt ¢ € V,} die Menge aller Ecken b sodass die Menge aller Pfeilvorgénger
von b eine Teilmenge der Menge der Pfeilvorgdnger von a ist. Dann ist P, eine endliche Teilmenge
von N. Also gibt es eine Ecke in %, die genau die Elemente aus P, als Pfeilvorgdnger hat. O

Aufgabe 31.
Behauptung i) F(x,y) = {{{z}.@},{{y}}} definiert ein geordnetes Paar
i) F(z.y)={{z,@}, {y}} definiert ein geordnetes Paar
iil) F(z.y) = {z.x uy} definiert kein geordnetes Paar

Beweis

Seien A = (A, E) eine bel. Struktur s.d. A= FST und &,y u,ve A
i) Es gelte F(z,y) = F(u,v) also {{{z}, 2}, {{y}}} = {{{u}, 2}, {{v}}}
CAE R PN T . e

ai by as bs
Bei genauer Betrachtung stellen wir fest das aq.as Paarmengen (also 2-elementig) sind und by, bg
Einermengen (also l-elementig) sind.
Da A e FST sind Einer- und Paarmengen Eindeutig bestimmt

= ai=az und by = by also {{z},@} = {{u},@} uwnd {{y}} = {{v}}

Mit den vorherigen Argumenten und der Eindeutigkeit der leeren Menge folgt

= {x} = {u} und {y} = {v}
Eind. (Einer)
= cv=uundy=v

ii) Es gelte F(z,y) = F(u,v) also {{z, @}, {y}} = {{v, @}, {v}}

ay by az ba



Fall 1 x+ @
Mit den gleichen Argumenten wie in i) erhalten wir

a1 =as und by = by
=r=uund y=v

Fall2 v =g
Also gilt

{2} {v}} = {u.2}.{v}}

a b

Nehmen wir nun an: x # u
= {u,@} ebaber {u,@} ¢a 4

=u =z also {{&}, {y}} = {{a}. {v}}

Eind.(Einer)+(LM)
a1 {’y} = {'I,‘}
Eind.(Einer)
—— y = 1

iii) Diesmal definieren wir x,y,u,v explizit in einer geeigneten Struktur durch
= {12} w={1,2}
y={1} v={2}

=F(x,y) = {{1.2},{1.2} u {1}} = {{1,2}, {1, 2}} = {{1,2}}
F(u,v) = {{1,2},{1,2} v {2}} = {{1,2},{1,2}} = {{1,2}}
= F(x,y) = F(u,v) aber y # v

Aufgabe 32.
Behauptung: Ist (a,r) eine Ordnung i.S.v. <, so ist (a,r Uid,) eine Ord-
nung i.S.v. <.
Beweis: Reflexivitit: Wegen id, C rU1id, ist fiir alle z € a das Paar (z,x)
in 7 Uidg. Somit ist (a,r U idg) reflexiv.
Antisymmetrie: Seien z,y € a beliebig. Sei zudem (z,y) € r U id, und
(y,x) € rUid,. Wir zeigen nun, dass nicht (z,y) € r und (y, z) € r gelten
kann. Angenommen, dies gelte. Dann gilt z = y wegen der Antisymmetrie
von (a,r). Somit ist (z,z) € r was ein Widerspruch zur Irreflexivitit von
(a,r). Somit muss (x,y) € idy oder (y,x) € id, gelten. Es folgt z = y.
Transitivitit: Transitivitit folgt direkt aus der Transitivitit von (a,r). U

Behauptung: Ist (a,r) eine Ordnung i.S.v. <, so ist (a,r U id,) eine
Ordnung i.S.v. <.

Beweis: Irreflexivitit: Fur alle x € a ist (a,a) € id, und somit ist
(a,a) & r\ id,.

Antisymmetrie: Seien z,y € a beliebig mit (z,y), (y,z) € 7 \ id,. Dann
ist wegen 7\ id, C r auch (z,y), (y,z) € r. Wegen der Antisymmetrie von
(a,r) ist also z = y.



Transitivitit: Seien (x,y),(y,z) € 7\ id,. Wegen der Transitivitit von
(a,r) ist nun (z,z) € r. Wir zeigen nun (z,z) ¢ id, womit dann auch
(z,z) € r\ id, folgt. Angenommen, es ist (z,z) € idy. Dann ist z = z.
Damit sind (z,y) und (y,z) in r \ id,. Wegen der Antisymmetrie von
(a,r) ist also auch x = y. Somit ist (z,z) € rid,, was ein Widerspruch
zur Irreflexivitit von (a,r) ist. O

Aufgabe 33.
i)

Behauptung Fiir (a,7) und (b,s) <-Ordnungen ist (@ U b,¢) eine <-Ordnung mit ¢ =
rUsuU(a x b).

Beweis 1) Angenommen es gibt ein x € a Ub mit xtr. Da r, s irreflexiv sind, gilt dann
z & aund z € b, was ein Widerspruch ist. Also ist ¢ irreflexiv.

2) Nach Voraussetzung sind r, s transitiv, also ist ¢ fir Elemente, die nur aus a oder
nur aus b kommen transitiv. Durch das kartesische Produkt gilt sonst ausserdem «ly genau
dann, wenn = € a und y € b. Also kann fiir Elemente x,y, 2 mit zty und ytz nur r aus a
sein. Dann gilt aber auch automatisch xtz. Also ist ¢ transitiv.

3) Seien w, v aus a U b.

a) u € a,v € a. Da r konnex ist, gilt uv oder viu oder v = u.

b) u € a,v € b. Dann gilt utb.

¢) u € byv € b. Da s konnex ist, gilt utv oder vtu oder v = u.

Also ist ¢ konnex. L]

ii)

Behauptung Fiir (a,r) und (b,s) <-Ordnungen ist (a x b,¢) eine <-Ordnung mit ¢ =
{((u,v), (y,2)) € (a,b)%ury V (u =y Avsz)}.

Beweis 1) Angenommen es gibt (u,v) € axb mit (u, v)t(u,v). Dann gilt wruV (v = uAvsv)
im Widerspruch zur Irreflexivitit von » und s. Also ist ¢ irreflexiv.

2) Seien (u, v), (y, z), (w, ) mit (u, v)t(y, z) und (y, 2)t(w, z). Dann gilt uryV(u = yAvsz)
und yrw V (y = w A zs1)

a) Es gilt wry A yrw. Dann folgt aus der Transitivitat von r auch wrw.

b) Es gilt uw = y A vsz A yrw — wrw.

¢) Es gilt ury Ay = w A zsz — urw.

d) Es gilt u =y Avsz Ay =w A zsz. Dann folgt aus der Transitivitit von s auch vsz
und es gilt ©v = w.

In jedem der Fille gilt dann (u, v)t(w, z). Also ist ¢ transitiv.

3) Seien (u,v), (x,y) aus axb. Dann gilt urz oder zru oder z = u, da r konnex ist. In den
ersten beiden Fillen gilt dann (u, v)t(z,y) bzw. (z,y)t(u,v). Falls x = u gilt weil s ebenfalls
konnex ist, vsy oder ysv oder y = v. In den ersten beiden Féllen gilt dann (u, v)t(z,y) bzw.
(z,y)t(u,v). Falls auch hier y = v, so gilt (u,v) = (z,y). Also ist ¢t konnex. O



