Studentische Losungen zum Ubungsblatt 5

Hier finden sich gute bis sehr gute Losungen zu den Aufgaben, die von Studierenden abgegeben
wurden. Die Autorinnen und Autoren der Losungen haben zugestimmt, dass sie an dieser Stelle
zur Verfiigung gestellt werden.
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Behauptung. Sci Vz3sVz(z € s <+ 2 = x) das Einermengenaxiom (Einer) und VaVy3pVz(z € p < (2 =zVz2 =
y)) das Paarmengenaxiom (Paar). Wir definieren die —\\mnmns} steme Tp := (Ext) + (Aus), Ty := Ty + (Paar),

Ty :=T1 + (J-Ax) und T3 := Tp + (Einer) + (U-Ax). Dann gilt (a) To = T1, (b) To = T3, (¢) T2 = T3 und (d)
Ts =Ty.
Beweis.

(a) Sei A= (A, FE) mit A ={& A} zweiclementig und E = {(&, A)}. Damit gilt A |= Ty, aber A p (Paar)

(b)
(c)

(d)

denn es gibt kein z € A mit AFz.

Siche (a).

Sei A = (A, E) eine Struktur mit A = Th = (Ext) + (Aus) + (Paar) + (| J-Ax). Da das Paarmengenaxiom
das Einermengenaxiom trivialerweise impliziert, bleibt zu zeigen, dass 2 = (U-Ax).

Seien nun a,b € A. Dann gibt nach dem Paarmengenaxiom ein p € A mit 2Ep < (2 =aVz2=10)

fiir alle z € A. Nach dem grofien Vereinigungsaxiom gibt es nun ein y € A mit (zEp A zEz) = 2Ey fiir
alle &,z € A, dies gilt aber genau dann, wenn ((z =a Ve =b) A zEx) = 2Ey, also genau dann, wenn
(zFaV 2zEb) = 2zFy. Damit enthiilt y alle Elemente von a und b.
Sei A = (A, E) eine Struktur mit A = T3 = (Ext) + (Aus) + (Einer) + (U-Ax). Es bleibt zu zeigen, dass
2 |= (Paar). Nach dem Einermengenaxiom gibt es fiir a,b € A jeweils ein s,t € A mit zEs <= 2 =a
und zEt <= z =D fiir alle 2 € A. Weiterhin gibt es nach dem \’cremlgnngm\]om ein w € A so, dass
(2Es V zEt) = z2Fw, also (z =aVz=05b) = 2zEw fiir alle 2 € A. Sei nun p € A nach dem
Aussonderungsaxiom so, dass zEp <= (zEwA(z=aVz=10)), dh 2Ep <= (z=aV2z=10), fir alle
z € A. Damit ist p die Paarmenge von a und b.
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Ga: A= Aovu§13=150,47
E.-Foilonf-005 o 4
Ni= §§42, §0,43§ ~ La=2
Ao Ap=Aou 2z, 3}
=50,4.2.33 @
E,= Evui(42),(03), (413)] o7
= $(0.4), (4.2, (0.3),(43)3
N.= §123, €37, 10,23, $0.33, 14,23, 4,33, 2,333
o lp= F
Ayt A= A0 $4,56,7.8,8,108

‘3/\?.3#‘56?8&40}

£y = &0 2.1, (3,5),(0,6),(2,6),00.7), (2,3), (1,8). (2.8), (4,9)
(3,4), (2.40), (214003

£, = &0 2(2.1,(35),(0,6),(2,6),(0.7),(2,3), (1,8),(2.8), (1,9)
(3.‘5) [ 24 1), (2 Ao)}
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Aufgabe 25.
Aufgabe 25: Behauptung: Fiir alle i < j € N ist 21, Enderweiterung von 2.

Beweis: Dass es sich jeweils um Substrukturen handelt, ist direkt ersichtlich anhand der
rekursiven Definition der A; und F;.
Fiir alle ¢ < j € N ist die Bedingung "fiir alle a,b € A; gilt: falls b € A; und (a,b) € Ej,

dann a € A;” zu priifen.

Sei also i < j € Nund a,b € A; beliebig mit b € A; und (a,b) € Ej;.
Sei des weiteren j’ die kleinste natiirliche Zahl mit (a,b) € Ej

PR e Ag_qinid be A\ A .

Nun muss i > j" — 1 gelten.
(Angenommen i <j' —1, dann wire A; C Ay, und mit der Voraussetzung b € A; folgt
be Ajy_y im Widerspruch zu b € Ay \Ajf_l)
Also ist a sogar Element einer Menge mit kleinerem Index als ¢, insbesondere gilt damit

die Behauptung a € A;.

Aufgabe 26.
Aufgabe 26: Deliniere F, :— UieN iy und oo i= (N, Es).

Behauptung: Dann gilt (Ext), (Einer), (Paar) und (Aus),
aber nicht (Pot), (U-Ax) und (| J-Ax).

Beweis:

Zunichst:
(¢ % *): Zu jedem b € N existieren maximal zwei a € N, sodass (a,b) € Fw.
(¢ % % x) Ist X C N mit |X| <2, dann ist X € N; fiir genau ein i € N.

Beweis:
(¢ % %) Sei b€ N. Sei k € Nso, dass b€ A\ Ap_1.
Aus (xx) folgt, dass Kanten, die auf b zeigen, genau im k-ten Schritt hinzugefiigt wurden.
Eine solche Kante (a,b) erfiillt also a € Xp_p,,_, [ = Nk_l].
Da jedes der X maximal zwei Elemente enthélt, gibt es auch nur maximal zwei solcher
a’s.
(%% %) Existenz: Sei X C N mit |X| < 2. Ist X leer, wahle ¢ = 0. Andernfalls: sei z € X
das groBte Element in X und k so, dass x € A \ Ap_;. Nach () gilt (z,b) € E fiir kein
b, also X € Np.



Eindeutigkeit: Ist X € N;, so gilt nach Definition der F;, dass (a,b) € Fijq, fir allea € X
und ein bestimmtes b € A;, ;. Halten wir dieses b fest.
Wie wir im Beweis von (% * %) eingeschen haben, gilt (a,b) € E,, genau fiir diese a € X.
Also ist X in zukiinftigen Schritten immer bedient, da b € A; und (e € X & (a,b) € E;)
fir alle j > ¢ gilt, also ist X € N; fiir alle j > 4.

Angenommen, X € Ny gelte fiir ein & < 4, dann folgt mit obiger Argumentation X & N;
im Widerspruch zu X € N;.
Also: Aus X € N; folgt X ¢ N; fiir alle j # 1.

Insgesamt stellt man fest, dass jeder Zahl nach einem bestimmten System eine maximal
zweiclementige Menge zugeordnet wird, wobei eine Kante von a nach b bedeutet, dass a in
der b zugeordneten Menge enthalten ist (sieche Zeichnung von 2Ly). Dass diese Zuordnung

bijektiv ist, wird durch (% = % %) gesichert.

Nun zur Aufgabe:

(Ext): Seien a # b in N. Dann sind die durch die oben beschrichen Bijektion zugeord-

neten Mengen unterschiedlich, somit sind auch die Elemente von a und b unterschiedlich.
(Einer): Sei a € N. Betrachte die Menge X = {a} und nehme das ¢, welches dieser
Menge zugeordnet ist. Dann gilt Vz(z = a + 2 € ¢).
(Paar): Analog zu (Einer): Seien a,b € N. Betrachte die Menge X = {a, b} und nehme

das ¢, welches dieser Menge zugeordnet ist. Dann gilt Vz((: = aV 2 =0b) & 2 € ¢).

(Aus): Sei # € N. Betrachte die maximal zweielementige Menge X, die x zugeordnet
ist. Definiere Y := {z € X | z erfiillt p(z,7)}, es gilt |Y] < 2. Das y € N, welches Y

zugeordnet ist, hat damit per Definition genau die Elemente von x, welche ¢(z, 1) erfiillen.

(Pot): Seien a; # as; € N. Bezeichne jeweils die Einermengen von ay,as als by,by € N
und die Paarmenge von a; und ay als b3 € N. Dann sind 0, by, by, by verschieden und alle
Teilmengen von b3. Eine Potenzmenge von by miisste also vier Elemente haben im Wider-
spruch zu ( * ).

(U - Ax): Seien aq, as, ag € N paarweise verschieden. Sei by die Paarmenge von a; und
as und by die Einermenge von as. Eine Vereinigung von by und by wiirde die drei Elemente

ay, as, ag enthalten im Widerspruch zu (* # ).

(J - Ax): Das (|J - Ax) zusammen mit dem geltendem (Paar)-Axiom impliziert das

(U - Ax). Da letzteres nicht gilt, kann auch (|J - Ax) nicht gelten.
U



