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Hier finden sich gute bis sehr gute Lösungen zu den Aufgaben, die von Studierenden abgegeben
wurden. Die Autorinnen und Autoren der Lösungen haben zugestimmt, dass sie an dieser Stelle
zur Verfügung gestellt werden.

Aufgabe 16.

Behauptung. Jede ∗-universelle Formel ist universell.

Beweis. Wir zeigen die Behauptung per Induktion über den Formelaufbau. Sei

Z := {ϕ ∈ LS : ϕ ist universell oder nicht ∗-universell}.

ϕ = t1 ≡ t2: Dann ist ϕ quantorenfrei und somit universell. Also ϕ ∈ Z.
ϕ = Rt1 . . . tn: Dann ist ϕ quantorenfrei und somit universell. Also ϕ ∈ Z.
ϕ = ¬ψ mit ψ ∈ Z: Dann ist ϕ nicht ∗-universell und somit ϕ ∈ Z.
ϕ = (ψ ∨ χ) mit ψ, χ ∈ Z: Falls ψ oder χ nicht ∗-universell ist, so ist auch (ψ ∨ χ) nicht

∗-universell. Also können wir annehmen, dass ψ und χ ∗-universell sind. Dann sind ψ und χ nach
der IV universell. Somit ist auch (ψ ∨ χ) universell. Also ϕ ∈ Z. Analog für ϕ = (ψ ∧ χ).

ϕ = (ψ → χ) mit ψ, χ ∈ Z: Dann ist ϕ nicht ∗-universell und somit ϕ ∈ Z. Analog für
ϕ = (ψ ↔ χ).

ϕ = ∀xψ mit ψ ∈ Z: Wir können wieder oBdA annehmen, dass ψ ∗-universell ist. Dann ist ψ
nach der IV universell. Somit ist auch ∀xψ universell. Also ϕ ∈ Z.

ϕ = ∃xψ mit ψ ∈ Z: Dann ist ϕ nicht ∗-universell und somit ϕ ∈ Z.
Insgesamt ist Z = LS . Somit ist jede ∗-universelle Formel universell.

Die Umkehrung gilt nicht. Betrachte zum Beispiel die Formel ϕ = ¬x ≡ x. Dann ist ϕ
quantorenfrei und somit universell. Aber ϕ enthält ¬ und ist daher nicht ∗-universell.
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