Studentische Losungen zum Ubungsblatt 2

Hier finden sich gute bis sehr gute Lésungen zu den Aufgaben, die von Studierenden abgegeben
wurden. Die Autorinnen und Autoren der Losungen haben zugestimmt, dass sie an dieser Stelle
zur Verfligung gestellt werden.

Aufgabe 6.
Aufgabe 6. Sei S eine Symbolmenge und scien die Funktion ¢f, die Mengen QF, wie in der
Aufgabe definiert.

Behauptung L° =,y @5

Beweis Jede Formel aus ¢ € L* hat eine endliche Formelableitung. Dann gilt ¢t(¢) <
Lange der Ableitung, da ¢f in jedem Schritt der Ableitung hochstens um 1 wachst. Damit
ist gt(¢) fiir jede Formel ¢ beschréinkt und somit liegt jede Formel in einem (). Damit ist
= [l

Behauptung Die Mengen 27 bilden eine echt aufsteigende Folge.

Beweis Nach Definition gilt Q) C ;.. Wir zeigen per Induktion nach n, dass fiir jedes
n € N eine Formel ¢ existiert, sodass genau ¢t(¢) = n. Sei fiir den Induktionsanfang
n = 0.Jede atomare Formel hat genau Quantorentiefe 0. Nehmen wir nun an, dass fiir alle
m < n die Behauptung gilt. Dann sei ¢ eine Formel mit gt(¢) = n. Wir setzen o = V.
Dann ist ¢ eine Formel mit ¢t(¢)) = qt(¢) + 1 =n+ 1. Also gilt Q7 C Q3 4. |

Sei Z < L* eine Menge wie in der Aufgabe.
Behauptung Dann ist 7 = L*.

Beweis Wir zeigen, dass Z = |, .y @5 Fiir Z gilt Q% C Z;Vn € N. Daraus folgt o C
Z c I?. Da L* = @}, gilt also auch Z = | J,.x Q%= L". |

Aufgabe 7.
Beh (Lemma 2.4.2 (b)). Fir alle Ausdriicke ¢, @' gilt: ¢ ist kein echtes Anfangsstiick von

L.ﬁ’-

Beweis.  Sei Z:={¢; fiir alle Ausdriicke ¢, ¢’ gilt: ¢ ist weder ein echtes Anfangsstiick
von ¢’ noch ist ¢’ ein echtes Anfangsstiick von ¢}.

(A1) Sei ¢ ein Ausdruck der Form ¢ = 3 = {1 mit den S-Termen {1 und #».

Angenommen es gibt einen Ausdruck ¢ mit ¢( = ¢’ fiir ( # 0O, also ¢ & Z.

Dann ist das Zeichen = auch Teil des S-Ausdrucks ¢ und auf beiden Seiten dieses
Zeichens stehen S-Terme, das heifit ¢/ = | = t,. Daraus folgt mit Lemma 2.4.3 (a)
dass t1 =t} und es muss t2¢ = 1}, sein, also der Term 3 ist ein echtes Anfangsstiick
des Terms t5,. Nach Lemma 2.4.2 (a) ist jedoch kein Term ein echtes Anfangsstiick
eines anderen Terms, es ist also {3 = t5 und ¢ = O. Dies steht im Widerspruch
zur Annahme, dass ¢ # O ist, also gilt fiir jeden nach der Regel (A1) gebildeten
Ausdruck o, dass o € Z.

(A2) Sei ¢ ein Ausdruck und es sei ¢ = Rty, ..., tn, wobei t1, ..., tn S-Terme sind und 17

ein n-stelliges Relationssymbol aus S ist.



Angenommen es gibt einen S-Ausdruck ¢’ mit ¢¢ = ¢’ fiir ( # 0O, also ¢ & Z.

Dann fiangt auch ¢’ mit dem Symbol R an, es ist also ¢' = Rt} ...t} und {....1],
sind S-Terme, da auch ¢’ nach der Regel (A2) mit dem n-stelligen Relationssymbol
R gebildet wurde. Also ist t1,...,t,¢ =#},...{;, und es muss nach Lemma 2.4.3 (a)
t1 =t),ta=1t5, ..., tn_1 = t,,_; und somit t,{ = ¢/, sein. Nach Lemma 2.4.2 (a)
ist jedoch kein Term ein echtes Anfangsstiick eines anderen Terms; damit ist ¢,, kein
echtes Anfangsstiick des Terms t/,, vielmehr ist t; = ¢, fiir jedes 1 < i < n und es
muss ¢ = O sein. Dies steht jedoch im Widerspruch zur Annahme, dass ¢ # O ist,

also gilt fiir jeden nach der Regel (A2) gebildeten S-Ausdruck ¢, dass ¢ € Z.

(A3) Sei v ein Ausdruck der Art ¢ = =) mit dem Ausdruck ¢ € Z.
Angenommen es gibt einen Ausdruck ¢’ mit ¢ = ¢’ fiir ¢ # O, also ¢ € Z.
Dann ist ¢/ = —)’ fiir einen Ausdruck ¢ und 1) ist ein echtes Anfangsstiick von /.
Nach Voraussetzung ist aber ¢/ € Z und es muss { = O sein. Dies steht jedoch im
Widerspruch zur Annahme, dass ¢ # O ist, also gilt fiir jeden nach der Regel (A3)
gebildeten S-Ausdruck ¢, dass ¢ € Z.

(A4) Seien ¢ und x Ausdriicke und sei ¢ = ¢ x x mit * € {A,V, —, «>}. Weiterhin seien
die Ausdricke 1, v € Z.
Angenommen es gibt einen Ausdruck ¢’ mit ¢¢ = ¢’ fiir ¢ = 0O, also ¢ € 7.
Dann ist das Zeichen # auch Teil des Ausdrucks ¢ und auf beiden Seiten dieses
Zeichens stehen S-Ausdriicke, d.h. ¢ = ¢/ % y'. Nach Lemma 2.4.3(b) ist dann
1 = 7' und es muss ¢ = y’ sein. Nach Voraussetzung ist aber v € Z und somit ist
¢ = O. Dies steht jedoch im Widerspruch zur Annahme, dass { # O ist, also gilt fiir
jeden nach der Regel (A4) gebildeten S-Ausdruck ¢, dass ¢ € 7.

(A5) Sei 7 ein S-Ausdruck, = sei eine Variable und sei ¢ = xz¢) mit * € {V,3}. Weiterhin
sel 1 € Z.
Angenommen es gibt einen Ausdruck ¢' mit ¢ = ¢’ fiir ¢ # O, also ¢ € Z.
Dann ist das Zeichen = auch Teil des Ausdrucks ¢’ und es ist ¢’ = *a2'1)', wobei z’
eine Variable und v ein S-Ausdruck ist. Nach Lemma 2.4.3(a) ist dann = = 2’ und
es muss {¢ = 7' sein. Nach Voraussetzung ist aber ¢) € Z und somit folgt {( = O.

Dies steht jedoch im Widerspruch zur Annahme, dass ¢ # 0O ist, also gilt fir jeden
nach der Regel (A5) gebildeten Ausdruck ¢, dass ¢ € Z.

Da alle Ausdriicke aus L® durch endliche Anwendung der Regeln (A1) bis (A5) gebildet
werden, folgt die Behauptung. m

Aufgabe 8.
In folgender Aufgabe wird ¢ ©@¢ statt (¢ ©¢) geschrieben wobei @€ {A, V. —, <}

Behauptung i)Ausdriicke lassen sich nicht mehr eindeutig in ihre Teilausdriicke zerlegen
ii)Die Funktion TA aus 2.4.5 b) ist mit den neuen Bedingungen keine Funktion

Beweis

i) Wir definieren @ = —-pAp und o = o A p
FRAGE Ist ©® eine Kontradiktion oder —p ¢



Full 1 © ist eine Kontradiktion
= ¢ ist kein Teilausdruck von @

Fall 2@ = —p

p=pAe . .  : . I,

=== ¢ ist ein Teilausdruck von @
i) Sei Q =VYugp A¢p e LS

Betrachten wir nun TA (D)

Bl
{Q.oA b0, 0 =TAQ) = {Voop A ¢, Yugp, ¢}
———
a =

Offensichtlich gilt ¢ # X
Auflerdem sehen wir das es nicht Elar ob ¢ zu dem Quantor oder zu der Konjugation
gehdrt. Damit ist das Bild von & nicht eindeutig bestimmt

= TAQ) = {(.=}

Aufgabe 9.
(a) F = Vv fogu = v.

Interpretation, die den Ausdruck erfiillt: Wihle 3 = ((R, o), 3) mit
ol = ((J:y) o y) und (vg) = 0:
JEF & firalle a e R gilt JZ E fuonn =w
& fiir alle a € R gilt 33+(fvovr) = T=(vo)
< fiir alle a € R gilt a(f)(T3(vo), T35 (v1)) = T:(vo)
& firallea e R gilt 0-a=0.
Dies ist erfiillt.
Interpretation, die den Ausdruck nicht erfiillt: 3 = ((R, «), ) mit
e f) == ((ly) - y) und #(vg) = 1:
J | Yy fogrr = v 28 fiir alle a € R gilt 1-a =1 (nicht erfiillt).

(b) F := JugVuy foguy = 0.
Erfiillende Interpretation: 3 = ((R, a), 5) mit
i = ((1y) =+ y) und /3 beliebig:
J E JueVuifuery = v & es gibt ein @ € R mit 3% = Yoy foevy = vy
< es gibt ein a € R mit: fiir alle b € R gilt 7%% E foovy = 0y
& es gibt ein @ € R mit: fiir alle b € R gilt a-(f)(ﬁf—d%(vo),35—0%@1)) = '3%%@1)
< es gibt ein @ € R mit: fiirallebe R gilt a4+ b =10
Dies gilt (a = 0).
Nichterfiillende Interpretation: J = ((R, a), 3) mit
L= ((ry) — 20+ 2;}) und 3 beliebig:

= L s gibt ein a € R mit: fiir alle b € R gilt 2a + 2b = b (nicht erfiillt).



(c) F := Fug(Pvo AV P fuoun).
Erfiillende Interpretation: Wéhle J = ((4, «), ) mit a(P) = A,
wobei A, a( f), 3 beliebig sind.
Es ist durch Herleitung wie zuvor schnell ersichtlich, dass diese Interpretation den
Ausdruck modelliert, da «(/?) auf alle Elemente in A zutrifft.

Fiir eine nichterfiillende Interpretation wihle stattdessen a(P) = 0.
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