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Losen Sie Aufgaben I11.3.5.2 und I11.3.5.3 aus dem Buch von Ebbinghaus:

3.5.2 Man gebe Mengen x und y an mit [J(z Ny) # (Uz) N (Uy). Gibt es
eine stets giiltige Teilmengenbeziehung zwischen |J(z Ny) und (Yz) N (Uy)?

3.5.3 Man zeige: Vo z C Pot(|Jx). Kann Gleichheit eintreten? Kann Ungleich-
heit eintreten? Wie stehen |JPot(z) und Pot(|Jz) zueinander?

Losen Sie Aufgabe I111.2.3.3 aus dem Buch von Ebbinghaus:

2.3.3 Man zeige mit einem geeigneten ,, Universum*, daf§ | J-Ax nicht aus Ex,
Ext, Aus und U-Ax bewiesen werden kann.

Ebbinghaus bemerkt auf Seite 34, dafy das Paarmengenaxiom nicht aus den Vereinigungsaxio-
men (mit Aussonderung und Extensionalitit) folgt. Beweisen Sie diese Aussage.

Aus dem Paarmengenaxiom, dem Schema Aus der Aussonderung und | J-Ax
ist U-Ax beweisbar, da z Uy = [J{z,y}. Umgekehrt konnen wir das Paar-
mengenaxiom noch nicht mit den bisherigen Axiomen beweisen (man zeige das
durch Angabe eines geeigneten ,, Universums®).

Sei S = {€}. In Analogie zur Konstruktion der Aufgaben (24) bis (26) wollen wir ein Modell
konstruieren, welches alle Axiome der endlichen Mengenlehre FST erfiillt, also Extensionalitét,
Aussonderung, beide Vereinigungsaxiome und das Potenzmengenaxiom.

Wie in Aufgabe (24) nehmen Sie die natiirlichen Zahlen als potentielle Ecken und beginnen
mit der Struktur 2y = (Ao, Fy) wie dort. Geben Sie eine Konstruktion von Modellen 2/; und
A, welche die Eigenschaften von Aufgabe (25) haben und so dafi 2, ein Modell von FST
ist.

[Hinweis. Diese Aufgabe ist deutlich aufwendiger als alle anderen: kiitmmern Sie sich nur um
diese Aufgabe, wenn Sie sonst keine Verpflichtungen in der Pfingstpause haben.

Es gibt viele verschiedene Moglichkeiten, dies zu tun. Z.B.: In Aufgabe (24) hatten wir den
Konstruktionsschritt A,, — A,+1 gesehen, der jeweils Paarmengen hinzufiigt. Definieren Sie
dhnliche Konstruktionsschritte fiir das grofie Vereinigungsaxiom (Hinzufiigen von Vereinigun-
gen von Mengen) und das Potenzmengenaxiom (Hinzufiigen der Menge aller bisher existieren-
der Teilmengen). Dann verwenden Sie diese drei Schritte jeweils in den Stufen 3n 4 1, 3n + 2



und 3n+3 der Konstruktion. Uberlegen Sie sich, daf8 in einem Schritt hinzugefiigte Paare und
Vereinigungen stets Paare und Vereinigungen bleiben, dafl aber eine hinzugefiigte Menge aller
Teilmengen nicht unbedingt die Potenzmenge bleiben muss. Warum ist das Potenzmengenaxi-
om trotzdem in s erfiillt? Uberlegen Sie sich, ob alle drei genannten Konstruktionsschritte
notig sind: was fiir ein Modell erhélt man, wenn man einen der drei weglifit? Welche Alter-
nativen fiir die drei genannten Konstruktionsschritte gibt es, die auch funktionieren?]

(31) Losen Sie Aufgabe IV.1.20.1 aus dem Buch von Ebbinghaus:

1.20.1 Welche der zweistelligen Operationen (i) z,y — {{{z},0},{{y}}},
(i) z,y — {{z,0},{y}}, (ii) z,y — {z,2 Uy} lassen sich zur Definition
geordneter Paare verwenden?

(32) Losen Sie Aufgabe IV.1.20.5 aus dem Buch von Ebbinghaus:

1.20.5 (i) Ist (a,7) eine Ordnung i.S.v. <, so ist (a,r Uid,) eine Ordnung
i.S.v. <.
(ii) Ist (a,r) eine Ordnung i.S.v. <, so ist (a,r \ id,) eine Ordnung i.S.v. <.

(33) Losen Sie Aufgaben IV.1.20.6 und IV.1.20.7 aus dem Buch von Ebbinghaus:

1.20.6 Sind @ und b zueinander disjunkt und (a,r) und (b, s) Ordnungen
1.S.v. <, 80 ist mit ¢ := rUsU (a x b) auch (aUb,t) eine Ordnung i.S.v. <, die
Summe der Ordnungen (a,r) und (b, s).

1.20.7 Es seien (a,7) und (b, s) Ordnungen i.S.v. <. Die Relation ¢ sei definiert
durch ¢ := {((u,v), (u',0")) € (a x b)* | wru'V (u = u' Avsv')}. Man zeige, daBl
(axb,t) eine Ordnung i.S.v. < ist, das lexikographische Produkt der Ordnungen
(a,r) und (b, s).



