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(16) Eine S-Formel heiße ∗-universell, falls in ihr die Symbole ¬,→,↔ und ∃ nicht auftau-
chen. Ist jede universelle Formel ∗-universell? Ist jede ∗-universelle Formel universell?
Begründen Sie Ihre Antworten.

(17) Sei S eine Symbolmenge und A = (A, a) eine S-Struktur. Eine Teilmenge X ⊆ An

heißt S-definierbar über A, wenn es eine S-Formel ϕ mit freie Variablen x1, ..., xn gibt,
so daß für alle ~a := (a1, ..., an) ∈ An gilt, daß ~a ∈ X genau dann, wenn A |= ϕa1

x1
. . . an

xn
.

Sei S := {0̇, +̇, ×̇}mit einem Konstantensymbol 0̇ und zwei binären Funktionssymbolen
+̇ und ×̇. Betrachten Sie S0 := ∅, S1 := {0̇}, S2 := {0̇, +̇} und S3 := S, sowie A := Z
und a(0̇) = 0, a(+̇) := + und a(×̇) := ·. Sei A := (A, a) und Ai das Si-Redukt von A
(für i ∈ {0, 1, 2, 3}).
Entscheiden Sie für die folgenden Teilmengen von Z, ob sie Si-definierbar über Ai (für
i ∈ {0, 1, 2, 3}) sind und geben Sie eine Begründung:

A0 A1 A2 A3

X0 := {0} ??? ??? ??? ???
X1 := {1} ??? ??? ??? ???
X2 := 2Z ??? ??? ??? ???

(18) Sei S eine Symbolmenge und R /∈ S ein Relationssymbol. Falls A = (A, a) eine S-
Struktur ist und A∗ = (A, a∗) eine S ∪ {R}-Struktur ist, so nennen wir A∗ eine rela-
tionale Definitionserweiterung von A, falls A das S-Redukt von A∗ ist und a∗(R) eine
S-definierbare Teilmenge von An ist.

Sei Pos := {x ∈ Q ; x > 0} und +, · und < die üblichen Operationen und Relationen
auf Q.

(a) Ist die Struktur (Q,+, <) eine relationale Definitionserweiterung von (Q,+)?

(b) Ist die Struktur (Q,+,Pos, <) eine relationale Definitionserweiterung von
(Q,+,Pos)?

(c) Ist die Struktur (Q, ·, <) eine relationale Definitionserweiterung von (Q, ·)?



(19) Definieren Sie ∃=1xϕ als Abkürzung für ∃x(ϕ ∧ ∀y(ϕ y
x
→ y ≡ x)), wobei y /∈ frei(ϕ),

und zeigen Sie, daß für jede Interpretation I = (A, a, β) gilt:

I |= ∃=1xϕ genau dann, wenn es genau ein a ∈ A gibt mit I
a

x
|= ϕ.

(Vgl. S. 59 im Buch von Ebbinghaus, Flum und Thomas.)

(20) Lösen Sie Aufgabe 3.8.9 aus dem Buch von Ebbinghaus, Flum und Thomas:
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