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Eine S-Formel heifle x-universell, falls in ihr die Symbole -, —, <> und 3 nicht auftau-
chen. Ist jede universelle Formel x-universell? Ist jede x-universelle Formel universell?
Begriinden Sie Thre Antworten.

Sei S eine Symbolmenge und 20 = (A, a) eine S-Struktur. Eine Teilmenge X C A"
heifit S-definierbar iber A, wenn es eine S-Formel ¢ mit freie Variablen x4, ..., x,, gibt,
so daB fur alle @ := (ay, ..., a,) € A" gilt, dal @ € X genau dann, wenn 2 = pp...m

Sei S := {0, 4+, x } mit einem Konstantensymbol 0 und zwei binéren Funktionssymbolen
4 und x. Betrachten Sie Sy := @, Sy := {0}, Sy := {0,+} und S5 := S, sowie A :=7Z
und a(0) = 0, a(+) := 4+ und a(x) := -. Sei 2 := (A, a) und 2A; das S;-Redukt von A
(fir 7 € {0,1,2,3}).

Entscheiden Sie fiir die folgenden Teilmengen von Z, ob sie S;-definierbar iiber 2A; (fiir
i €{0,1,2,3}) sind und geben Sie eine Begriindung:

‘Qlo 2, ™Ay As
X, = {0} | 777 777 777 777
Xy o= {1} | 277 277 777 777
X, =27 | 777 77 777 77

Sei S eine Symbolmenge und R ¢ S ein Relationssymbol. Falls 2 = (A, a) eine S-
Struktur ist und 2A* = (A, a*) eine S U {R}-Struktur ist, so nennen wir A* eine rela-
tionale Definitionserweiterung von 2, falls A das S-Redukt von 2* ist und a*(R) eine
S-definierbare Teilmenge von A" ist.

Sei Pos := {z € Q; z > 0} und +, - und < die tiblichen Operationen und Relationen
auf Q.

(a) Ist die Struktur (Q, +, <) eine relationale Definitionserweiterung von (Q, +)?

(b) Ist die Struktur (Q,+,Pos,<) eine relationale Definitionserweiterung von
(Q, +, Pos)?

(c) Ist die Struktur (Q, -, <) eine relationale Definitionserweiterung von (Q,-)?



(19) Definieren Sie 3='z¢p als Abkiirzung fiir 3z(p A Vy(p2 — y = x)), wobei y ¢ frei(yp),
und zeigen Sie, daf fiir jede Interpretation J = (A, a, ) gilt:

_ . . . a
J = 37wy genau dann, wenn es genau ein a € A gibt mit J— = .
T

(Vgl. S. 59 im Buch von Ebbinghaus, Flum und Thomas.)

(20) Losen Sie Aufgabe 3.8.9 aus dem Buch von Ebbinghaus, Flum und Thomas:

3.8.9 Aufgabe Seien P und f zweistellig und x = v,y = v, u = v, v = v3
und w = vy. Man zeige anhand der Definition 3.8.2:

(a) Jz3y(Pru A Pyv) 22 — 323y (Pru A Pyu),

TyYyuv

(b) JxFy(Pzu A Pyv)z f1vw = JdzJy(Pxv A Pyfuv),
(¢) FzTy(Pzu A Pyv)z i f;w = JwIy(Pwzx A Pyfuv),
(d) (Vz3y(Pzy A Pau) V Jufuu = )< fry _

T u
YoJw(Pow A Pufzy) V Jufuu = .



