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(55) Sei ® eine beliebige Menge von Formeln.
(a) Definieren Sie einen Kalkiil Rg, so daf g, ¢ genau dann, wenn ¢ € ®.
(b) Zeigen Sie: falls Rg korrekt ist, so ist & Ke-widerspruchsfrei.
(¢) Gilt die Umkehrung von (b)?

)

(d) Ein Kalkiil K heifit explosiv, falls fiir jede R-widerspriichliche Menge ¥ und jedes
e gilt, dall ¥ -5 ¢. Zeigen Sie, dafi es nicht-explosive Kalkiile gibt. Kénnen diese
korrekt sein?

(56) Losen Sie Aufgabe 4.5.5 aus dem Buch von Ebbinghaus, Flum und Thomas. Hier heif}t
“ableitbar” im vollen Gentzen-Kalkiil ableitbar.

4.5.5 Aufgabe Man zeige, dass die folgenden Regeln ableitbar sind:
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(bl) m (b2) Fivﬁp , falls y nicht freiin I Vap
(b3) w (b4) II;?;QUSO , falls x nicht freiin T"

(57) Sei & der Kalkiil, welcher aus den Regeln (Ant), (Vor) und (VA) besteht. Beweisen Sie,
daB fiir keine Formel ¢ gilt, dal g (¢ V —p). Uberlegen Sie sich, warum das bedeutet,
dafl die Regel (TND) (definiert auf S. 66 im Buch von Ebbinghaus, Flum und Thomas)

nicht in K ableitbar ist.

(58) Sei {®,; n € N} eine aufsteigende Folge von widerspruchsfreien Mengen (also: fiir
n < m gilt &, C &,,). Zeigen Sie, daB | J,,.y P, widerspruchsfrei ist.

(59) Zeigen Sie (mit Hilfe des Kompaktheitssatzes), dafl die Klasse der Kérper positiver
Charakteristik nicht axiomatisierbar (A-elementar) ist und daf die Klasse der Kérper
von Charakteristik Null axiomatisierbar (A-elementar), aber nicht endlich axiomati-
sierbar (elementar) ist.



(60) In der Vorlesung haben wir Beispiele fiir die Anwendung des Kompaktheitssatzes gese-
hen: z.B. “falls T" eine Theorie ist, die beliebig grofle endliche Modelle hat, dann hat T’
ein unendliches Modell”. Betrachten Sie die folgenden umgangssprachlichen Aussagen;
welche davon sind Anwendungen des Kompaktheitssatzes, welche nicht?

[Ein Schiefkérper erfiillt alle Axiome fiir Kérper bis auf die Kommutativitét der Mul-
tiplikation. Er ist kommutativ, wenn er auch dieses Axiom erfiillt.|

(a) Da es beliebig grofie endliche kommutative Schiefkorper gibt, gibt es einen un-
endlichen kommutativen Schiefkorper.

(b) Da es einen unendlichen nichtkommutativen Schiefkérper gibt, gibt es beliebig
grofle endliche nichtkommutative Schieftkorper.

(c) Es gibt keine Formelmenge ®, so daf§ fiir jeden Ring fR gilt, dafl genau dann
R = O, wenn R endlich ist.

(d) Es gibt keine Formelmenge ®, so dafl fir jeden Ring QR gilt, daB genau dann
R = &, wenn R unendlich ist.

(e) Es gibt keine Formelmenge ®, so daf fiir alle Graphen & gilt, dafl genau dann
® = ¢, wenn & zusammenhingend ist.

(f) Da es fiir beliebig grofie Zahlen n eine Gruppe gibt, in der jedes nichtneutrale
Element die Ordnung n hat, gibt es eine unendliche Gruppe, in der jedes nicht-
neutrale Element die Ordnung n hat.



