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[Wiederholt von Ubungsblatt #7. | Eine Menge [ hief induktiv, falls @ € I und fiir alle
x el ist auch z U {z} € I.

Analog nennen wir eine Menge Z Zermelo-induktiv falls @ € Z und fiir alle z € Z, ist
auch {z} € Z. Zeigen Sie:
(a) Falls es eine Zermelo-induktive Menge gibt, so gibt es eine minimale Zermelo-
induktive Menge.

(b) Wir bezeichnen die minimale Zermelo-induktive Menge aus (a) mit Nzemelo. Dann
gﬂt U N Zermelo — N Zermelo-

(c) Falls € Nygrmelo, S0 gilt o ¢ .

Sei & = (V, E) = FST ein Graphenmodell. Falls v € V|, so gibt es ein r, € Rel(v,v)
definiert durch

(u,w) € r, genau dann, wenn uFEv, wEv und uFw.

Wir hatten gesagt, dafl v &-transitiv ist, falls fiir alle v und w gilt: falls uEw und wEwv,
dann uFv.

)

Was konnen Sie iiber die Aussagen “v ist &-transitiv’ und “r, ist eine transitive Re-
lation in &” sagen? Impliziert eine dieser Aussagen die andere?

Beweisen Sie die folgenden Aussagen iiber natiirliche Zahlen in der Zermelo-Mengenlehre:
(a) Fir alle n und m gilt: falls m € n, so n ¢ m.

(b) Fiir alle n und m gilt: falls S(n) = S(m), so n = m.

(c) Fiir alle n und m gilt: entweder n € m oder n = m oder m € n.

e) Fiir alle n und m gilt: n +m = m + n.

(
(

(g) Fiir alle n und m gilt: n-m =m - n.

)
)
)
(d) Fiir alle n, m und k gilt: (n+m) +k=n-+ (m+ k).
)
) Firallen gilt: 1-n=n-1=n.

)
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Wir definieren
Dus(2,y, 2) 1 <= JaFb3f3g(aNb=G ANaUb=zA f € Bij(z,a) A g € Bij(y,b)).

Zeigen Sie, dafl diese Formel eine bindre Operation auf N definiert (hierfiir miissen
Existenz und Eindeutigkeit von z gezeigt werden) und daf§ fir alle z,y, z € N gilt:

x +y = z genau dann, wenn ®,.(x,y, 2).

Sei S := {4,0} die Symbolmenge mit einem zweistelligen Funktionssymbol und einem
Konstantensymbol. Wir nennen die Menge

Tant = {VavyVz((z +y) F2z =2+ (y+2)),Ve(z +0 = 2),VaVy(z +y = y + )}
die Aziome fiir abelsche Monoide und sagen, dafl eine S-Struktur 2 := (A, +,0) ein

abelsches Monoid ist, falls 2 = Tawm.
Ist 2 = (A, +,0) ein abelsches Monoid, so kénnen wir durch

(a,b) ~ (a*,b") genau dann, wenn a + b* = b+ a*

eine Aquivalenzrelation auf A x A definieren. Sei G die Menge der ~-Aquivalenzklassen:
definieren Sie eine Operation + auf G, so dafl (G, +) zu einer Gruppe wird, die 2 als
Untermonoid enthilt. Uberlegen Sie sich, welche Axiome der Zermelo-Mengenlehre Sie
fiir diese Konstruktion gebraucht haben.

Folgern Sie daraus, dafl es in jedem Modell der Zermelo-Mengenlehre Objekte gibt,
die wir als die Strukturen Z und Q interpretieren kénnen. In welchem Sinne sind diese
oder sind diese nicht eindeutig bestimmt?



