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Wir erinnern an die Definition einer Formelableitung: eine endliche Folge 1, ..., ¢, von Zei-

chenketten heifit Formelableitung, falls fiir alle 1 < ¢ < n eine der folgenden Bedingungen gilt:
F1) o, ist t =t fiir t,¢' € T,

F2) ; ist R(tl, oy tg) fur R € SR, U(R) =kund ty,...t, € TS,

F3) es gibt ein j < 4, so dafl ¢; von der Form —yp; ist,

F4) es gibt j, j' < i, so daB ¢; von der Form (¢; A @) ist,

F6) es gibt j, j' < i, so daB ¢; von der Form (¢; — ¢;/) ist,

F7) es gibt ein j < i und ein € V, so daf ¢; von der Form Jzyp; ist oder

(F1)
(F2)
(F3)
(F4)
(F5) es gibt 4,/ < i, so daBl ¢; von der Form (p; V ;) ist,
(F6)
(F7)
(F8)

F'8) es gibt ein j < i und ein x € V, so daf} ¢; von der Form V¢ ist.

(7) Sei S eine Symbolmenge. Eine Formel ¢ € L® heiBt positiv, falls die Symbole = und — nicht

in ihr auftreten. Wir wollen sagen, dafl eine Formelableitung 1, ..., @, positiv ist, wenn fiir
alle 1 < i < n gilt, da eine der Bedingungen (F1), (F2), (F4), (F5), (F7) oder (F8) erfiillt
ist. Zeigen Sie, dafl eine Formel genau dann positiv ist, wenn es eine positive Formelableitung
fiir diese Formel gibt.

(8) Sei S eine Symbolmenge und Z := {zp; x € V und ¢ € L° und = ¢ frei(¢)}. Eine endliche

Folge von Zeichenketten (i, ...,(, heifle eine Z-Ableitung, falls fiir alle 1 < i < n eine der
folgenden Bedingungen gilt:

Z1) ¢ ist at =t fiir t,¢' € TS mit 2 ¢ var(t) U var(t'),
72) (st £R(ty,...,ty,) fiir R € Sr, 0(R) =k, t1,....tx € T und z ¢ var(t;) U ... U var(t,,),
Z3) es gibt ein j < i mit {; = zp und §; = g,
4) es gibt 7,7 <imit {; = zp, ( =z und ¢ = z(p A ),
5) es gibt 7,7 <imit {; =z, ¢ =z und § = x(p V),
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76) es gibt j,j" <imit ; =z, (; = 29 und § = z(¢ — V¥),

Z7) es gibt ein j <4 und ein y € V mit (; = xp und ¢ = zdyp,
78
79) ¢ ist 23z fiir ein p € LY,
(Z10) ¢ ist aVayp fiir ein p € L7,

es gibt ein j <7 und ein y € V mit (; = zp und ¢; = vy,
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Eine Zeichenkette heifle Z-ableitbar, wenn es eine Z-Ableitung fiir sie gibt. Zeigen Sie, dafl
eine Zeichenkette genau dann in Z ist, wenn sie Z-ableitbar ist.

Sei S eine Symbolmenge. Wir definieren durch Rekursion auf dem Formelaufbau eine Funktion
qt : L® — N (“Quantorentiefe”):

qt(p) := 0, falls ¢ atomar ist,

qt(p A ) := max{qt(y), qt(¥)},
qt(p vV ) := max{qt(y), qt(¥)},
qt(p — ) := max{qt(y), qt(¥)},
qt(—¢p) = qt(y),
qt(3zp) := qt(e) + 1, und
qt(Vze) := qt(e) + 1.

Wir setzen QS = {p € L°; qt(p) < n}. Zeigen Sie, dal L = |J,,cny @5 eine strikt aufstei-
gende Vereinigung von Mengen ist (also Q2 S cQy Jrl) und daf} das folgende Induktionsprinzip
gilt:

Sei Z C L® eine Menge mit den folgenden Eigenschaften: (a) Qf € Z und (b) fiir jedes n
gilt, falls Q5 C Z, so auch QEH C Z. Dann ist Z = L°.

Sei §'= Sr U Sk U Sk die Symbolmenge mit Sg := {R}, Sr := {f} und Sk := @. Wir setzen
o(f) = 2 und o(R) = 1. Finden Sie eine Struktur (A4, f, R) und sechs Belegungen, die die
folgenden Formeln jeweils erfiillen oder nicht erfiillen:

(a) Vaf(z,y) ==
(b) EIa;Vyf(a:,y) =y und
(c) Fx(R(x) AVYR(f(2,y)))-



