








Aufgabe (20)
Behauptung. Für K einen Körper und V einen beliebigen K-Vektorraum ist

(L := {U ⊆ V |U ist ein Untervektorraum von V },⊆)

ein Verband.

Beweis. Wir müssen zeigen:

(1) (L,⊆) ist eine partielle Ordnung

(2) Für alle U, W ∈ L gibt es die kleinste obere und die größte untere Schranke

zu (1): Reflexivität, Transitivität und Antisymmetrie folgen sofort aus den Eigenschaften
der Teilmengenrelation.
zu (2): Seien U, W ⊆ V Untervektorräume.
Beh: Dann ist U ∩W die größte untere Schranke und
U + W := {+w|u ∈ U, w ∈ W} die kleinste obere Schranke von U und W .

Beweis. Aus linearer Algebra ist bekannt, dass U ∩W und U + W wieder Untervektor-
räume von V sind, U ∩W ⊆ U, W sowie U, W ⊆ U + W folgen sofort aus der jeweiligen
Definition.
Wir müssen also nur zeigen, dass U ∩W der größte Untervektorraum ist, der sowohl Teil-
menge von U als auch von W ist, was aus der Definition des Schnitts folgt, und U + W
der kleinste, der sowohl U als auch W enthält.
Sei dafür X ein Vektorraum, der U und W enthält. Wir müssen zeigen, dass auch
U + W ⊆ X gilt. Sei dafür u + w ∈ U + W beliebig. Da U, W ⊆ X gilt, folgt auch
u, w ∈ X. Da X ein Vektorraum ist, folgt auch u + w ∈ X und da u + w beliebig gewählt
war, folgt U + W ⊆ X.


