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(27) Falls X eine Menge ist, so haben wir in der Vorlesung gezeigt, daß die Potenzmenge von
X zusammen mit der Teilmengenrelation, also (℘(X),⊆), ein vollständiger Verband
ist. Das bedeutet, daß nach dem Satz von Knaster und Tarski ordnungserhaltende
Abbildungen Fixpunkte haben. Sei ∅ $ A $ X eine Teilmenge und betrachten Sie die
folgenden vier Funktionen definiert für beliebige Mengen Z ∈ ℘(X):

F1 : Z 7→ X\Z,
F2 : Z 7→ Z\A,
F3 : Z 7→ Z ∪ A, und

F4 : Z 7→ Z ∩ A.

Finden Sie heraus (mit Begründung), welche der vier Funktionen ordnungserhaltend
sind. Für die Funktionen, die ordnungserhaltend sind, finden Sie mindestens einen
Fixpunkt. Können Sie mehr als einen Fixpunkt finden?

(28) Sei (X,≤) ein vollständiger Verband und F : X → X eine ordnungserhaltende Funk-
tion. Nach dem Satz von Knaster und Tarski gibt es also einen Fixpunkt von F , also
ein h ∈ X mit F (h) = h.

Nehmen Sie nun zusätzlich an, daß es ein x ∈ X gibt mit h < x ≤ F (x) und zeigen
Sie, daß es in X einen zweiten, von h verschiedenen Fixpunkt von F gibt.

Hinweis: Betrachten Sie H ′ := {x ∈ X ; h < x ≤ F (x)} und h′ :=
∨
H ′.


